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ISteuior, vir illustrissimuB in aoademia regia BeroliDensi die 31. jRnuarii 1856 
£uertationera ,,(Ie Buperficiebnt tertii efdiiiis'' reeitaTit non multo post etiam iit 

diarii Crelliaiil volniiiitH LIIT I piig. I.IU — 141) publicatara. In qua tot et tam 
graves rcs, quae propriae sunt huic superficicrum generi prolatae »UDt, ut iii tan» 
qmm natmam ipsam earum circmnscriptam eanc iure dicamos. Itaquo noii nunmi 
eat qood diiqertatione illa incitati mnlti et celeberriroi geonaetrae in hac re Teraati 
nmt; inter quOA pmefitat cel. Clebacb, qni omnia illa conaequi ex imiTcrtMilibus alge- 
bnuciB legibns iinpcr (lcmonstravit*). 

In boo lii>elIo mihi propoaui, generationera quandam superiicierum tertii or- 
dinifi discotere generationi projectiTae eectionnm conicamm in plano omnino analo' 

EjHf niiflc pcniiiiltn Rupcrfiriebiis illis propriu fifilc fJcdnci posaunt. Quae «uper- 
ieraiu ti'actatia quum K^^nt^raliter absolvi nuii pussit ncgiecta imaginarianim for- 
mamm eontempktioae, ad hano ipsam summum studium eonfereadmn censuL 

lam Tero si graTC illud principium dualitatia formanun geometricarum respici- 
mu8, elucet huic generationi snperficierum tertii ordiniB oronino annlogam cxiHtere gene- 
ratii)iicm sapcrficicrum tcrtiaL- clnssis, (Supci-ficlos tertiae classiB est ca ad quam per 
rectam quamlibet terua plana taugeutia duci posBunt, uisi forte recta tota in aupcr- 
fieie sit sita.) 

Friusquam autem «hI rem ipaam trMMmtmw necMM Mt, «t defimMniat hm 

tcrminos usitatissimos : 

Caterya est quod ilL Steiner nominat n&dfMX": simplex wfiuitaB, ez uno yalore 
ad nrbitrium realtterrartabilipendeat. Gaterrarom coraplezui eet: €k^v« 

LtiMa reeta nominabitnr aut radtne (Stra^t), cui nlhll nisi directio attrilmitnr; ant 

recta (Wcrafcc), locus p^coinctricuB catcrvac piinctonini, ant axis C^^ff), 
locus geometricua catervao planorum, quae per eam duci possunt, quam 
ipaam catemun nomtnabimiia faseem («lf<^). 

L De relationc daploprojectiva. 

§ 1. Pouimus tres azes ABC ubicunque in spatio sitas et planum quod- 
libet % Per pnnotum qnodTis ir in 9 ntnm tema plina dnci poestmt; alind ad alimn 

fascem prrriiifns, r|U!ic nominamus BCcuniliiin hnos titc. Alind qnldquam punctum 
Vj. est ipaum quoquc interscctio triuin planorura 0(,b„c„ ad tascca ABC pertiuentium. 
'Videmaa igitmr planum $ tema plana 9bc fasciwn AMC inter se conjungero, sdlieet 
ea qnae m qnolibet pnncto ir pkui ^ congmnui Qnod ita expriraimua nt dioamoi: 



■) Dist «sMfMinMi t) 3ir Xltwlt tas ofscdaiK^ CnMi; s) Udn fim XnotfanMtai 
tet f raugomi ffBiillisnm biitttt Othnias ntit 4 Bctiabcrli^ciL di. CML voL LVIIL 
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FascM ABC dvplopro^tiTi ac pcrspectiTi Bunt qno«d planinn 9 et tamB plana cx 

fascibns, quae m pimcto qnolibct - jdani ? so sccaut, conjuncta sunt ieta rclatione 
duploprojectiva. Iiuii fii poiiiinus ttcs fasce» /l,/i,C, ita ut A et A^, B etB,, C et C,, 
siiit conjuncti rclationo projcctivu l al) III. Steiner ita noniinata, sive «ihormonica) et 
vt jlMio a cx fascc A rcflpondeat plauum ex fiuce ctc. , tema plana a,BtC, 
fiiacram A^B^ C\ ipm quoque reilatioD.e qiudMii oonjoiieta innt, id quod ita cxplicamiiB 
ut (licamiis fa^ccs .4, /}, C, duploprojootivos OBio (non pen i peet i voe tn oMa 
geuerali). Undc apparet: 

1) oam Innis phni» «k dnobitt faMiabaa (^|B,) ad «iliitriuDi el«e& rditioM 
(lupIoprojcctiT» coDjimctiim ohb in cosu genenli annm pkaum ez tertio 
• ' ■ faace (C',); 

8) relatiooem fcsoium ABC (qui snnt doploprojeetivi m penpoctm) cwm 

sppcialcni eenc relationiB fascium AyB^C^. 
3) si relatio fnscium Ay ei A, B^ ot B, C, et C est in casu Bpeciali 
' projectiTe aequalta ( prcjecttiijlf^» gtftd))*) faBccs J,fl,C, conoipi poase 
' taoqaon exortos motn fasraam ABC servat» rdstione ^m» sttu per> 
spo^vo iater eos eonstittite «ot 

§ 2. lam TideamuB, quid respondeat polariBatione harmonica fascibiis fcplo» 

nrojcctlvis. ri:i?ii! %^ rcsj)')ui](>t pum tum 17: nxibuH ABC rccbic AB^C'., prmcto tt in 
V rc.^poiidcl plauuni p pcr II (luctuiii; plaiii-i <ihi cx liiHcihus ABC , qunc coiicurrunt 
iu puiicto .T, puiicta aPy in quibns rcctae A'BC' secantur ri phu; > p; fascibus 
projectivis cum ABC rectae A'^ B', C, projectivae cum AB^C, ita ut punctis afi/ in 
A^mC* respondeant puncta a,,2,y, iu J',/^', C",. 

Ita(|iic rectas ^'/?'r' duploprojc( tivaa cbhc (liclinus et perBpcctlvas 
quoad puuctum II et afiy puncta conjimcta rectarum. Nec miuus A!^a^C\ du» 
ploprojectivae sant, (non pcrsp^ ctiva^ in gcnoniti caan) et tienia poneta «ilBt/, 
COiyimeta SUnt ieta relatione duploprojectiva. 

§ 3. Quom fasois A^ et reota A\ siat projcctivi, ita ot plano reepondeat 
panctam a, ; apparet etiom nscem A^ et rectam A' ^a ijccdvos eese, ita nt poneto a, 

rcspondcat jilanuin a,. Quare trt s fnsi ca dnplopi djcctivi cxistuiit i^i curii unarjnaque 
trium rectarutu duploprojectivarum ct pcrsjjicctivu sitaiimi cuiiiimeimus fascem pro- 
jeettvam ae penpeetivum, et vtoe versa; id qood od fasces aopfoprojeetivos fiunle 
COlUtruendo!^ iiiagui est inomcnti. ■ 

luui vero opu situs pcri^pcctivi fornioH duploprojcctivas paullo accuratiuB discu- 
tiamas, ita qaidem ut fiiscium opo legcs demonstronus quae aeqae ad reetaa pertinaDt. 

§ }. Si iii |>Iaiio |iunctuin ,t ita moTCtur ut planuni a ex faacc A per jr 
ductuin non varietur, id ettt si locuii geumetricus puncti n cst rccta (piaelibet in 9 
Bita, quae Hecat axem .^, ; fiuiees J9 et 6'simt poneto n- projcctive c(mjuucti**). Quum 
idem tiat nuitamu» tascc? BC cnni f i i c f, quvmque iiuoes C, sint projootivi 

fsacibuH ABVf coiitfcquitur lioc ilicorciua: 

■ 6i unn cx tribua formie duploprojccti via est eonstana, relatio 
intor rcliquas ost projoctivn (auharmouica). 

§ 5. Azes ABC perforont ptanum iu pimctit^ 9o&i,7<» n"*^^ formant in 
casu generali triangulum cnjas.Iatera appcllamus: a, = 0„/„, = jEi„ag, Ci — a^fi^. 
Apparet esao rectam, secundam quam plannm fiucis B (qucd appellamas lc) ^ pl*' 



-*) etrinrr, fvflcm. QiMMlMwio tc $ i.i 1««. M. 

**) CHrflcm. Csn». png. t06 <Xti, III) qnMivii aon «noCs pMmaaiatus. 
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MHB &»cis (' (qaod appcllaniuii Cb) »*2 iuvicem Hccant £odem nodo RaBandiim 
penecaut sc planum Oc (cx faacc yf) et c. (cx ftucc C) AO seeinHlum pluillin Cft 
(ex lk»ce A) ct b, (cx fasce K). Atquc iBta scx plaua principnlia nonilnare ticeat. 
lam bI pmKtuui t: iu una rcctaruni «..AjCj, cxenipli iiiu^a iii uiovitur, uc(juc pla- 
Mia ex £uce B acque Ck ex C varUtar sed «olum plauum a ux fiwce ^ ^cr 
dnetiin. Ac ai quaeriiur qnid fiai de planiB obc^ si punctnm « infinite appropin' 
quat uni pnuctoruui ti^fifty^ (cx. c. puucto a^); vidrnuis cx rjnac uuqne rogiouc ,t acce- 
oat ad a,, iii rccta liuca, ita ut a sit cuu!<tau8 acd ad urbitr.ium elcctuiu, plaua I)C 
•ppropinquarc ad baCg-, quarc planis b< et non •olun unom planum ex fiuce ,^ 
reapondet sed onuiia. Ex relationibus projectivis autcui consf fpiitui- etium in fascibus 
A^B^C^ (non perspcctivis) cxistcrc plana priucipalia 0^,1 o,,!, ta,U'ci, Cb,iC,,i quae 
iisdcm subjccta suut legibus. Eodcm modo rcctae (iu|iliiprojcrtivae habcut puucta 
principalia. (Uaeo aunt in situ perapectivo «», in (|uibus biuao rectae »e aecare 
Tideutnr, n qnia ex puneto D eu intueatnr.) 

Qllftre koc kabcuas pronunciatum: 

In nnaquaqne cx tribus formis duploproje cti v is (Rive reetii 
aive faflcibue) bina Hunt clenicnta principalia, quornni si 
rei»pioimu» quatnor duabua forniis jiropria (at,,iCic,i) ta.it>c,i) 
alterum elementum ex hac forma cum altoro ex illa («cilicet 
«I4 emn b«,t, Oc,i com bc,i; "on Ot,i cun Bf.i ele.) it* o-onjnifctnti 
eat, ut respondoat iis clcinpntum (jnodvis cx tcrtia foriBa. 
Svntomnino sez casiiB hujusiuodi, bini iu biuie formis. Uuum* 
qvodqno •lomentnn prinoipnle dvos enine conetUiiit.- 

§ G. Per tres axes ABC duci poteat eupcrficies hjpcrboloidcs rcgulata (grab» 
Unig, r^gl^e)'*'). £a aecat planum $ in aeetione conica. lam vidcmua rectam altcrius 
CBtervae pcr pnnctum n-,, iTlius oontcae dnctam «eetionem eaae triam planorum o^.b^.c^, 
quae qui(icm (quuin - punctuui plani conjuui ta sunt rdationo dupIoprojfLtua. 
Apparet crgo ouiiic puiictum iu recta illa altorius catcr^ac Bitam aoqiae atque ipsuiu 
ponctuni inetse in ■ectlone trium planomm duploprojective conjnnctimim'; qne de 
M aequitur: 

omuia punota by ucrbuioidis ABC ii\ «ectioue triuni plauorura 
eonjuncternm ez faeotbuB ASC duploprojeotivis ac pervpeeti- 

V i s c » s c s i t a « , 

etque Bocundum priucipiuiu dualitatis: -' ' . 

orania plana hyperboloidem A^tfC tangcntia eocare t^Qi^i AffC* 
(quac sntit d 11 {• 1 < ; 1 ■> j c r t i vae ae perapectiTae qnoad panetnm 
11) iu tribuB puuctis cuiijunotia. 
Notatio. Hoc tiieorema omnino Bna1of*on est ei qnod oceurrit eontemplanti in plano - 
dnos radioniiM fasccs projcctivo» ( t |i('i •ijn < tivos (luoad rcctani quainlibct: »ciHcct oninia 
punc^, quae suut iu rocta pcr fascium centra ducta, communia essc duobus ra- 
«BM progeetlve eonjjnetiB, qnt qnidem omnioo con^iral. > • 1 ^ 

§7. Casus Hiiitrularcs situB perspcc tivl. Si Mtus axium ylflC t(L 
j^aiii $ eat Biqgnlaria relatio duploprojectiva pote»t Auri wngdaro vel diaaoluta. . .:| 



*) Quum lucfvius So ik qnno iic.|iiiinta( ^ M> •itperfiriclNW lo^imiaoi BoUi fidnniu' lit^ttdlB vtUi- 
IWM «ignWeMione hoc cotistitaere : NmTiiniibiual-lhjlMnrliolnMcm: AMC, dlMl At^i ClMA^miuilao lH»* 

MniaaaltMaB^Bwe, ftlwilw. . - m ^ 1 . .. 
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Priinum intcnigittir, m ma ex •xibos (ear. e.A)in^ nta eat, reUtionein 

dissolutam. Naui si punctuni t extra axem A movctur, planum a non mtitatnr, sin 
punctum TT movctur in rec ta A, ita at rtilatio iuttr i3 et C sit projcctiva, plnnum a 
eet omnino iuccrtuni. 

Deiode videmue relationem esae dissolutam, li duo cx pmu ti<« '*»i^o>'n ^^^' 
gniunt, id eat Bt duo «xes f ex. c. 1? et 6') se penecent in pnnrto pl.mi % Nam ei 
TT movctur pcr totiiin |ilatnirii prncter punctum S„yj, rclntio fa^^fiiini fi et C cst prO- 
jectiva, A cst indciiuituui -, «i puuctum fi cst iu plaua cx Ji ot C suDt incerta, 

phmnm ex A iolom est definitnm. 

Ttaque nc rclatio d upl n ])r o jc c t i va si t dissolntaf opuBest at a«^oyo 
sint disjuncta spatio non tnnnitu exiguo. 

rotcst vero ficri ut puncta «0^0/0 »»nt sita in eadem rccta, ita iit plana 
princi^alia^uniuscujnsque fascis in nnnm congruant, id quod re veni est 
oMsns nnntlaris. 

Utnnn axrs AfiC Intpr hc liabeant •«•(•tionc^ necne, ad constitncijiLiin rcla- 
tionem duploprojcctivam noii diticrt Kaia »i qui» ducat ]>er ao^o^o ^rcs ultaB rectaa 
A^HqCo, fHBces quorum azes suut A„B,,Cq, sont dupl< pruit ctlvi ac pcriipeetavi quoMl 
planum '^J, ac prnetcroa fnBcea A ct -f,, suut projectivi, ai reepicis plana (juae per 
idem punctum -t proficiacuntur. Itaquc tanccs yl, ^,C', ncque projectivi sunt fascibns 
A^iifiC^ ac faBcibu« A/iC, Quare ad ipsain cutistructionem fascium duploprojcctivorura 
axee A^BoCt ad arbitrium eiigere poasunius. lam si A^BA'^ iu uno puncto C m 
Becsat, relatio duploprojecttva non iam pendet ex situ plani v> qnia tema plana eon- 
junclri at: senuininii ret-tani X~ se tiecant; qnarc |il:Lnimi ^ oninino rcjiccrc pnssiu- 
mu8, (juuni videaiuus pbiiia quuo pcr iilluni rudiuia fa»cis ^ ex tribus pluauruiii fasici- 
buB mittiniuH ('onjunctaB esse duploprojective. 

(Istl rci lesjioiidet polarisationc bnrmonlca : ni trc» rectac ^•i'j,/y'j,C"o sunt in co- 
dem jilauo 5, rclutio duploprojcctiva non iam pcndct cx aitu pnncti fl, ct puiicta, 
in qmbus (juiicvis nctu in ^ nita »ccat recta» loiijuiiLta Bunt duploprojoctivc.) 

§ b. bi quis quaerat, quoniodo inctricc cxprimi po»sit rclutio duplo|)rojectiva, 
fkeile inveniet IbnDulM luisce, iu quibus an^ulus dnorum plauorum Hignificntar iifl 
dnelne literis, qime Mngulac pcr se jilana ipsa Aiguificant: 
j. siu (a,OM) • Biu (b,b(,i) • win (c,Cj i) 
sin (a , <Xt,i ) • «iu (b , b,,,) • biu (c , ct,,) 
est relatio qua conjuncta sunt plana a,(,c, faseiujn da^prgjeotivomm .^,B,C, vx. 
fita «rbitnuio, in qo* K signjficat vslorem constantem. 

■ 

eet relatio, quac cuujuugit duploprojectivc puucta a,|S,y, rectarum C",, quanua 

est arbitrariuB. 



Iritnrum fonuularum aiialogiam cum iUis, quae in tlieoria tranBTcrsalinni 
trieuguli plani occumint, quis cst quin vident. Et sanc illam theoriam tanquam 
casum specinb n: li:il>crl poHsc cju», (]und nos tr:ict:iiniis. (juum cx nnilti« aHi?i rcbus 
tum ex iis de quibus supra (§ 7 ad finem) locuti sumus a^paret Nec solum casus 
genendis «nslogiera istam praestat sed etiam casus singolaris, in quo rdationi aUafbmia 
opiis cpt, quin formae 1), 2) idcntitatcH fiunt. l?ectc igitur diciinus tbcoriam relattO- 
uuiu dupluprojcctivarum amplificationcm tbcoriac trauaversaiium csac, poBitia lucu Lsta- 
rum trianguli tribos leatiB «K arbitrio iu spatio sitia. Sed qttOm bae contemplatiMMW^et 
sint faciUimM neqae neceflBBriae ad ea, de quibus agemas, j«m od «lias res tnuueMmiK' 
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n. Se Motiaiie gttneraU fiMcinm faplagiwjee liw i u iL 

§ 9. Poitfjiinm Hupra qnac siiit jnojnla iclatioui dnploprojectivat' auxllio 
sltus perspeetivi contemplati suuui^, iaiu adliibcamus ouac invenimus ad aitum geue- 
nlem (non porqiectiTiUD) m rHmitauduui. Ncc vero diutius de duabus formia TO||]o- 
projoctivis agemuB led Mlum de £ucibu*| quia utique eualogia duarum fiBnnanuB 
coustat. 

Quaeritur igitur, qualis sit locus ^eometricus scctiouiH ternorum 
planornm eonjunctorum a^b,c, ex faieibus duploprojectivis A,B^Cf, et 
qnomodo respondeant ■ibi inTicem nitUB perflpectiyus et titns generalii. 

Quum planis atc quae se pcrsccant in tt rr-^jji.iulcant tria plana >i,t,C| ijuac 
M persecant in casu geuerali in puncto unicuifjuc puncto x plani ^ reBpoiidet 
in oani generali punetnm t, ; itaque locus puucti c»t ccrte superficieB quaedam 0 
(quaOy 81 fascc» sunt perspectlve siti, est dissoluta in planuni ct hyiK rlKil iidem ABC). 

Primum elucet nxea A^B^C^ ipsos in 0 osse sitos; nam si 6, et c, ita 
eligimus ut proficiscantnr per idem ponetum a azis A^, dueet pJaiiam a, com illie 
ewyunctum certe pcr illud punetum a proficiRci, itaquc a c»8e puoetBm Buperficici. 

Planis principalibuR C|.,i ot Iv, i rc^^pundct ({uudvlB planum fiweis A^ itaque 
Meta A.^, secundum quani Cb i et [v,i bo persccant, omnlno in j| sita crft. 

Quodsi respicimus id quod § 6 pronuuciavimuS) yidemus: praeterea etiam 
quiuqne aliai reotas in 8 esse aitai, loilieet: 

eet aeotio planonun pnne^fium Ci^i ot lcu 



A^ est scctio planorum principalium c<,i et Sa,i. 

Snnt igitur in uinKjtjiujuc plano prlncipafi praeter axem dnae rectae. 

Constituamua determinantem 

\A,B,C,\ 

\A,n,c, \ 

Tum apparet unumquodquc mcmbrum continerc rectas iu codem plano principali sitaa, 
ae si merabra poaitiva eola reapieimo», tria plana habemus a«,i c»,i 6a,i, in quiliaa omnes 
rectae sdtae sunt; «i niembra ncgatlvri rcspicimus, habcmns plana «6,1 bc,i r«,i> qoi- 
bu8 eundem in modum ouincB rectao lUae contincutur. Quarc si iria plana unam 
Buperficicm osso volumuH tertii ordinia dieaolutam, quam vocamus triedrum, apparet 
noTom illaa rectas intersectionem reciprocam efficere duorum triedro- 
rnm. Si ed sitom perspectivum regrediraur, rectae A^B^C^ transeunt in Teetas Oj&je,, 
quac conjiingunt inter sc puncta ag|B^yg, rectis ylj/i,Cj respondcnt in filtu perspectivo 
sectioneB planorum c« ct b«, o» et t^, ht et Oc quas noniinamus a., 6, , c^, et £»cile 
oogMMcimua ««(«C) eHO reetM altarim eatervae njperboloidii ABCjftr ao^ofe dnctaa. 

§ 10. Si pnnetom fr movetnr in enrra k quadam in ^ dta, ponctmn ir^ 

movftnr in nirva quae in 5 slta rst, nttiiTc apparet, si curva k sccat Unam es 
rectis a^b^^c^, curvam secare rcctam reBpondentem (A^B^CA] si curva trUMH 
per «0 (p^, Yth tamm A, aeeaie reetam A, (B„ C,) (CoiiflNr f 5). 

s 
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lain ^iBqairainiiB eam cnrTam quam ciremnBoribit n-,, dum ir moTetar in rccta 

per flp Juctii: a, est coiis^Uius, cij^o iriatjo iuter b, et c, cuitfititutn cst projectiva, 
ita ut locuB geometricus rectau in cjua »e KccMiit b, et c. sit hyperboloides sim^lex; 
qmm reefa profieiaeatur per a„ facitc cogna»cimu8 hyporDoloidcm illam proficiMi per 
(nMi'Ti rcrta fsrcct ff, IivperboloidfS prnficiHcitiir por ^4,. Plantini ci, scrut hvpcr- 
boloiilem aeimudum cunicam quau eut ea cnrra quau iu respoudct illi rcctacj id 
qnod genieraliter tta pronuncifttiir: 

oifinia plnna pcr i4,JI,C, dttct* Becftiit soperficiem 9 praetere* 

sccuniiuni conicam. 

Si omnia piana per A, ducta rcspicimua, Tidemna in alio ease seetionem 

alius liypiilii.Ioidis ijnac oninia cfficiiiiit catirvaiu pcr liC A^A^ ductain. £x baO 
re cuuscquitur couicaii ipsaa rcctain Rccare iu iuvolutioue. 

§ It. ffi qnaeritnr qtine nit curra ri-spondenii reetae enitibet Jl in 9 ^~ 

tac, videmu* priiuuiu, tjuia iccti k secat roctas n J> «'nrvaiii A', secare recta» ^jB^Cj. 
Qoumqae »\ n \a k movetur piana obc conjuncta Biul rclutiouc projectiva, ita ut io- 
cna rectae tu qua o, et b, ne aocant ait fiyperljoloidefl qnaedam per^, et j9, dncta 
quae contiucl ctiam C^, ac locnn rcctae in i|u.i a, ct c, fc secant, alia (jnacJnnt hy- 
periwloides per A^ et C, diicta, quao continct ctiam Ji^f locue vero cju» rcctae in 
qoa ft, et €, ae lecaat denoo aKft per et C, dnets, quee continet otiam : Hr 
aesBas curvam soctionom csse rcciprocam trium illamm hyperl>oloidttm qusmm 
binao praeterea in una cx nxibq» A^B^C^ t^c- Hccant; cot crgo cnrva *, tertii 
orillnis, qune sccat n n aiii 4 n a iu<j u c ex rcctii» .^jWjCj iii uno. uiiani((uam- 
quo cx rcctis A^B.C^ iu duobus ^uuctia (^id quod sequitur cx tkcorcmate ab 
ilL ChssteB pronuneuilo, intuitione ipsa eonapicuo: ^curra tertii ordinis in su- 
pcrficle sccundl ftrtliiiis slta srca* Minius rectas ;.Itcrius c.itcrvac !n nno, alteriu.s in 
duobuis punctiH."). Vi(iciiiu.s licniquc curvam iioii Hccaic rcctag y4.,J?,Cj uiui rccta 
k docta est per unmn e\ pnnctis »J^„y^ in quu ca^u curvn 4r, diMolvitur in conicam 
et unam e rccti.s AjJi.,(\ ((juas quidcni supra § \0 ini|iuiic iK-plIgcre potcrauiua). 

§ 12. DiequiramuB quae curva k\ rcspoudcat conicae cuilibct k' per «o^o^v 
dnetae. Appsret istsm 'cnrram socaro roctas AyB^C^, qnumquc si ir in moTetnr plana 

o6c conjuncta 8int relationc jnojcctlva, ctlain k\ cssc cnrvani tertii ordinis, 
quae quidcin sccat his rcctas J,j5,C', , scmcl ructas A^li^C^, iiou rectaa 
A^B.jC^, nisi quod disAoiuta sit iii couicam et leetsm (sot aot eot C,) id 
est quod conica k' dii^soluta sit iii duaa rcctas qiiarum altcra per onum poBeterom 
"o^o/o proficiscitur, aitcra pcr rcUqua. Videmuii igitur quomodo curvae istae kg et 
k\ oohacrcant pi^r casum ^eislem. 

Notatio. Ex situ perspectivo elucct duas diflWeates eurras k^ ae soeve 
invicem in uno pnucto Mciiinor reali, ((uia duae rcctao k se seeant semper io oiw 
reall puucto, cundciu ad inotlum (lua« difleiciitcH cnrvan k\ se secarc invlceiii in uno 
puncto toali, quia duao couicao k' ductao per a 0^0)^0 Bocant iu quarto quodam 
puncto semper reslL 

Qunm vero ret tu k et conica k' ne Hcccnt iii (liiohii? jninctis aut rcalihu.* aoi 
imagiiiariiij curva A-, ct k\ i>c Hccant iu duobiis ptiuctis nut rcalibus aut imagmariia» 

§ 13. Ponamus bypcrboloidem A^B^C^ ct uomincraus » rectam qiismlibet 
sheriua catervfto. 

Notum est plann ai^Bi.^Ct.^ cx (nmihm A , B , C , qoae se perseosnt seeondum 
» conjuQcta eti&c rclatiouc proj«ctiva y^aubarwonica^. Itaqoe etiuu pUna fla^C* 
fsseilMis ABC (projectivis cum illis) inter se eo^pmcta soot projeetivet qoare leeoft 
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geoiBetrii»» iedioiris plaDomm a,btCr ert in omu goMrali curr» toriu Mdimn qi»« 

«ecat 13 in trilH:^ iiiiia tifl '^r,l^, quoniiu diio Chsi' poRSiint iinapiiaria ot qnte BOO IWI* 
8unt csse ia e«uiem rccta, ncquo in e»d«tn cunica cum ^uucti» «oi^o^^o* 

Quid mpondet in superfiet« ^ tribus illis punctis? Trea rectae profeeto 
altt riiis catcrvae iiypcrI)oloidis , Z? , C, <{ii:is ndiniuabiiiius Et facilc intuitione 

intcliigitur, si puuvtiuu jt iu vx alia liirectioue ad ^ apuropiui^uat, ruspuudeQB 
punetam in 9 •ppropinqnare ad aliud punctum rectae dP. Qutre puaotft ^ non 
minuA qa«m ««^oXo puncta siu^ularia. 

8! in catu sinf^lnri locus sectioiiis planorum 0;,6,c. est liyperboloides per 
ilBC (lucta, vivlcimis s( iiiptrr ea ef^sc coiijiiiicta etiuni relatioiie d u pl (.< projcctiva, qiiare 
omnea rectae hypcrbuluidia ^^0^0, auut iu superficie quae cst igitur dtasQ- 
luta. Ac ai istnm easura tanquam limitarium reepicimus, dicere raiortet reetaa «Vc' 
essetrtsai! arl)itrinni cx rectis alteriuH catervar liypcrlioloidis -^,/?, f, plectaB. Ita- 
que in ipso situ perspcetivo qiiaelibct tcruac rectae altcrius catcrvae 
hynerboloidis ABC liaiieiidae sunt pro jf^yV (et puncta §o*?o^a ea, in 
quibua iUae rcctac »ecant planuni '>)?). 

Qnid Tcro ei n movctur iu recta juugeuti unum iiunctorum «'0^0X0 
ciim nno punctorum ^ exempli cuusn in a,^? Scimuii ctuyam, quam respondena 
pnnctum n-, cireumseribit. csso couicani in qua lic secaiit planum faacis et hyper- 
boloidcs e eaterva f, ./..^j ; qiuini auteni taclle intctligatur cssc rectam alterius 
catervae istiiis liypcrlHiliiitiis, et phiiiuni ex f':iste per ipsaiii reetinii .1, pn>fi(.is(i, 
couica ilia dissoluta est in rectain j-' alianique quam numiuamus »^ (ita 
nt omnibns pnnetis in practer et ^ ipsis respondeant pnneta in x^). Qnarepla- 
iiuii. ( \ fisce .'f, est planiini tanfieii.^ hyperlioloideni illani. Qiiuniquc j:, sit in ay- 
perbuiiHdc illa per rectaa B ^C\A^A^ ducta ct ex ea caterva in qua nou est 
videniu8 Becari x, ab :^A^A^\ praeterea», secator abii4, (qvna est !n plano perif, 
ducto). Eodem inodo curvao quao rcRpondcnt rcctis af,>), a„i; di ssolvuntur 
in rectn» y' et y, (quae sccat /fj/lj.l^y'), z' et r, (quac secat rcctas A^A^A^^). 

Eundcm in moduin praestant roctac ^f,z. £,,'], Po? praeter x^yV trcs novaa 
rectas T ,t/^g^ quae sunt transversalc» rectarum B^B^B^, secatquc praeterca rectam 
J quuuique recta ^(^g leoetar ab ot «qC in poncAis non siu(,ailaribu8; seoat 
etimn rectas y,r, ; seoai etiam y'<r,>, ; ^2 >coat etiam /Viy,. 

ibectis y^l^, y^y), XnC respondent (omiflBii reotis «V'') rectae «3!/,^) 
transversales reetanim C^C^C^. Roeta aecat praeterea reotam ir et rectas y^z^, 
yjX, id quod apparet si quis resiiicit. rcctas a^y[, a,^,!^, 18^,17, )5qC secare rcctam y^^ in 
pimctis non singularibna. Pariter y, tecat / «^x^j secat y 'aya« — 
>• ' Iam*ad reotAa, qnae eonjuugttnt pnncta nos rertamus. 

Bectac rcspondet cnrva tertli ordiiiia ex gcuere h^, secuiKlum quiuu S4j 
wtent 3 bjperboloides qnamm binis praeterea commonis eat nnns ex axibus A^BJJ^.\ 
appaM antem ham quoquc cnrTa'm eBfledisso1utamiiiire(;tfts«y ettertiam 
rvctam ~' quae qiiidem eat loeus jMinctuinin r( spnmlentitiro pnnetis rectae fr; cxt (ptis 
I et 1] ipsis; est igitur ex. gr. A^xijz" inter^cctio duamm nypcrboloidiim ex tribus 
ufis (9 nnde scqnitur, r eOTO transvcrsalem reetanim rcctarum A^B^C^, 

oportct enim ut inter fjmtnnr rcetas iii rjnibn?^ ne secant duac hypcrboloidcs, binae [^}/) 
sint ex ultcra catcrvu, biuac {,A^2") ex altcra. Quumquo rccta §t] secct rcctas a^b^c^, 
^o^i /o^inpunctis iinn ai^plaribliSy reotam transversalan etse e^am fectarum 
A^B^C-i z^z^Zj conetat. 

Atquu oodem modo punctia in rccta (exceptis | et ^ ipsis) respon- 
dent in 9 piin«tft in reeta tra&sveraali rectamm •^iBa^s^Vyiyayi i omni- 
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bttkque punctia in recta ^ (exceptiB et ^ ipaiB) respondent puncta in 
r««t« «^* transvcrsMK rectarum ^,B,C, j^/ Jc,*^*»- 

Quid vero reapondet in 9 oonieia per ^o^oYo ^t binn e pnnotis 

|rjC ductis? 

CSomeao per a«j9«}^$>, ductae respondet curva tertii ordlnjs ez genore f,, 

quani videraus ipBam quoque diagolvi in trea rectas x'y' et transverRalem eanim 
/" (noa transversalem axibus) ita ut omnibuR punctis conicae (cxceptis a„2„Vj,4/j 
ipaia) respondcnnt puucta rectae s"", quam tranBversalcm csse rectanim A^B^C, cx 
iu qaae § 10 dii ta aunt apparet. Qnum^ue secet conica rectaa a^^, y^^t ^ ^ 
in nno quamque ptincto non ihigalari, Tidenraa rectam ipaam qnoque esse tniiu- 
▼enalem rectarum z^z^Zj^ z". 

Omnibua punctis conieao t^^y^m (exceptis punctlR Ringularibaa) 
respondent pnneta in recta jf^ transTersaii rectarnm a/r A,BjCj y^t/^y^ai^^sr. 
Omnibus punctis coulcao «oiS(,>'o';^ (oxct'|itis punctl)* slngularibus) rcHpondent 
puncta ia recta x"' transTersali rectarum y'/ A^B^C^s^s^x^jf^. Si vero sltum 
porspoetivum resplcinina tanquam easum limitarium sittts generalls, inteUi- 

gimuB rectas x'"y"':"' osse rertas primne ratervne h yperbol old Is ABC pOT 
lls (quae in hou caau in Bcctione h)'perboloidia ct plani ^ suut sitaj ducta. 

S 14. Constnt er^o in % existere basco 27 reetns: 

I II 
A, B, C, x' y' / 

A^B^C^ z"y">r 

III 

9 ^ eP 2 *^ J 

V \* 

£x iis c^uae g V6 de Bectionibus rcciproclB harum rectarum dicta suut cognoscitur: 
1) Et systema I et syBtoroa II et sjBtema III formare aectionem duorum 
triedromm. 

> S) Beetaa in serio qnadam (horizontali) syatematiB II collatas, tranivemr 

les eaee rectarum ejaadem aeriei ByBtematis I; 
Bectas In coluiutia quudam ■-lij TTT fl ftHatag^ frsnSTIir M - 

les ease rectarum ejusdem colouiiae systematis I; 
Boctaa in eohumia qnadam aystematia 11 transTorsalea ease roetarum 

scrici rc^poiidentls cx systcinato III. 

Id si respicimus .facile iuvuuire poasumna omnes eas rectaa quae secaat quaoi- 
]ibet afiam. BSzempli causa si quaeritnr, qoaenam ox roctis seeet reetam B,» vido- 

mus haace dcccm A,C^, -^sf'!/ 'a*^"» V^y' > •^a-"» quarum cae, quae n n lommate 
dl.-ijunctac suut, ipsae quoquo ao aocaut, ita ut B^ latUB sit f) trinngulorum a roctis 
illis coustitutoruui. Recta cum bifloo qainquios binis iccti» tbmtat Itriangole: 
ir^y, y'"z", A^x^f B^st^, C,4P,{ reeta cnm faiioe quinquies iwus: Vi*tt 
C.x', C,/', C^r^. 

Qvae exenipla ad cognooeondaa regtdam sufficlent. Ista regole ad oninee 

reetas disquIreistliH adlilbita hoc gencrale pronunciatum invcnimus: 

Uuacj^uaeque ex rectis iu aitis latus est qutuque trian- 
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fuloram ex reeti* ilti& eonttitntorum; existont igitur omnino 
f 7 • 6 

— - — =s45 triangula vx rectis istis constituta. 

Iste rcctamtn nexus yarinm in modnm pronnnciari potest (id quod ill. Steiner 
1. e. p. 135 — 137 demon»tiviv!t) de qua quideiti ro }iaec pauc:i proferre liccat : 

a) Unaquaegue recta ex 21 illia electa aecat unam ex rectis tnanguli » 
tribns sIuB fbmati. 

b) In 27 TCctU ctntic-. vK-it n 0 roctae suot quae formant sectionem tried- 
rorum, dutiuiturquu talis soctio triedrorum tribus triangulia^ quae nullam 
rectam hubeut commuMiin. 

Sint ista triangula exempli causa A^x^x,, x..yjZ,. Plana trian^lornm se 
secant in recta, suntque in ista recta tria puncta, iu quibua se aecant bmae rectae, 
altera ex altero triangulo: A^s^, x^x,, x^y^. In plauo A,z^ etiam recta / eat sita 
in plauo j/x^ etiam in plano dr,y, etiam sitae sun^ fomiantqiie etiAm B^^g^ 
triu^Iura, quare yidemin rectas . . 

A, z.^xt OMe aeetioiieitt .triedroniiii. 

. P '-^ . . 

Ac facilc intelligitur intur 45 triangula 32 esse auae nullam rectam commu- 
nem com elio quodam ex triang^ulis habent; bina ex illis 32 cum hoc constituunt 
9 ' kwtiS} •^vee loninBt tootioiinii triedromm, ituque mnimqiiodque trisnkgaliim est in 

^b16 seetioiiilraB triedrontm, qmimque in sectioiie triedromm sex triangula sint^ 

16*46 

onmino ex 27 rectis furmantur — — = 120 soctiones triedrorum. Si habemus unsm 

b 

€■ Jm» triedronim seedonibas £»oile ex nexa rectarum inteUigitur, 18 retiqnse 

Ibjnnere dnas alias triedroram siMitioDeti itft at STreotM qiiMragiea-ns 

•nsloge iis (juiljus initio hajas pingnpbi ori Bamns, eelloewi 
Exempli causa: 

' n . 
g. irv 

III I 

y, i-, ' 

V z" x" 

c[^/"3r I etc. • , . 

Notatio. Inter Tarias formaB, quibus nexus rectarum pronunciari potest 
inorstnmB '«tinlii'hant, <^ttm poeteft eam adhibituri simna: 
Sex reiti»' qnariini 'V|irin<^iK- formant 2 trian^Ia com uno letero oeilMMui^< 
per qnod sexta uou pr<>tii-i^citiir. «lefinita cst tma scctio trie^rorttin. ■ ' 

~ "i''esiisa roctiM 

A.\^3ty yV, )f dctiuita cst sectio triedroram: * 

A.x' y" 

neque uUa alia triedrorum sectio <> illas rectas coutinet, et planum A^ais^ est ia 
altmi ^triedio, plenom i<,y^y, iii aiteiro* 
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f 15« Imn quainqiiaa «x m qsM pMMoadvnt flneett MiMtflmm ff torlii 
esae OfdiniSf attnmon id accuratius denioiiBtremua aequktioflO MialjtiMi 
quam ad aliaa res diaquirendas ea carere nou powimuB. 

9bA.. ««»0, «cesO, ttsiO,, ikSsO, «.a^O, C|bO 
aaqnitionM p h giOfiim priiieipoiUam ftaeiiim ABC, im at hoboont Iioim 

• ' Ck= c,*+ Cjy-h <?,r— c^. 

t, « <7, • + <7,|r + C,*— C« 

Tum aequatio plani a ex faace A i!«t 

«so» — XOc =0 (in qv<t ^ Mt eooffioieno ofbitnrioo) 
qaOie est evoluta: 

ar- (a, — X/i,)j: + (rtj — -f («^ — X^,)jf ~(o^ — >uij = 0 

pariter iuveaimu.s ncquatiuueH jilauurum fuscium BC 

c = ?c.- .c,) = (c, c.)x+(o,— »C,)|r + (e,- yC,)z + (c,- .C^ = 0 . 
iu quibutt ^ ct v arbitraril liuut. 

Qnum Toro plana tAc ao aecent in punelo * plani % cajn» aeqnatio eot 

f - r,,r L ;v ! p,- - p , = 0, 

ooa^tuenda est rclatio intor A/m^ quao cfticit ut aoq^uationibu» 0 = 0, = 0, c asc 0, 
9 SR 0 oodom qritomoto «y« oatMfiat. 

Qnae oantftio oat clot-cnninaus : 

A= b^—iiB^, bj—nB^, 6,— A^— p^^, =0 
c , — rC„ c, — ipC„ c, — »C„ — rC,, 

i»a !»• 
eiytta oToIntio pTaeatat hane fbrmam 

I) A>ftr + B^»H-CX» + DXM + EX + F|* + G» + H = a 
Qunm ▼ero plana af,a< ctc. sint principalia necoMO oety nt li pofiBnnn X s 

fi B 00 s=: oY t ait valor inoertna (confer § 5). 

Si voro in f\cf|u.itionc I pcr )u diviaa X valorl 0, n valori oo approplnquare 
jubomus, Mbtiucmuii F ~ 0, Eraa v uon poteat fiori iocertum, mai identice 

B =0, F = 0. Eundcm in mpdnm tavenimua aoquotiOBOa identioaa 0»0, EaO 
et (i r= 0, D = 0. (Quiic cnira ncquatloncs cxprimunt coudltioues quibus plana 
a»ac ic^a (aCb re vera auut plaua priiicipulia). Quurc dctormiuaus A bac forma ex- 
primi potMt 

II) A = A/.1UV + H = 0. 
Sant vero &8ce8 A^B^C^ projectivi iiitis babcutquo aequatlones 

JnterXotX, exiatit relatioX, ^smX eodemqao modoft, ^i^ftf », am/Vqiuo< 
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nUtionmn OTojectiviun taHcium A et A^, B et B^, C ^ C^. Quarc (|uuni iiitcr X^ik 
eidstet rektio II iiiter hiuie luibMmis eeqiietionem 

AX,fl,V, -|> IWx" aa 0 Tel, u ppiniDiii 

IV) ^xK'k»«K, 

Aeqnationem loei geometrici pancti x. id est superficlei S^obttnemiis elimi- 
natlonc valorum X,fi|y| ox «eqoetiombiu UI et IV, quaie iaTenimnB •eqnetioiiem 

saperficiei ease 

Quae est aequatlo tertii ordinis. 
§ IG. Ex liac aeriuatione nonnnlla iiitolIi£»imn8: 

1) Trc8 axca A^B.C^ non aliani vim babcnt quam trcB rectae A^B^C^ 
vel A,BfCg TM A^A.A,, — — ^i^iC^a (<l«*e le non ^r- 
Bccant in casu geDeran) quarc Iiac quoque fonnaat ternos wce» faMUim 
duploprojfctivorara, quoruui «cctio ost gj. 

2) IJnaquaequc «uperficics tcrtii ordinia, qnac iii lialict 0 rcctan effi- 
cientcfl Bcctionoin duoruui triudrorum, quorum aeijuatioQes sint ))<]t 3= 0, 
^,q,r, = 0 (in qnibus pcfx, Pi(\ir, flvnt fanctiones lineariee realesTalo- 
ruin ryz), cxprimi potcst acquationc ^'W^^^i^^i —0. Itaque haec 
Bupcrficies gcncratur tribus fascibua dupluprojcctivis, quomm ^uidem 
axes §unt temae reetae ex 9 illit eleetae qnae noti ae Bocent; Tidemitt 
iiritur ist;im Bupcrficicm scmpcr conttncrc 27 rectaB. 

8) tjuum vero iutcr 27 illas i-cctas ccntics ^ncies 9 sint quac formant 
MCtSOnem triedrorum quumquc iii unnquaqnc triedrorum Hcctione soxies 
temae reetae inveniantur quae nou se aecant, consequitur unamqnam* 
• qoe aiiperfiotem Q^, quae eontiliet aeetionem triedrormn, teptingentiea 
vicica cfiRc scctioncm trium fasciuin duploprojecti vornm. 
Itaii]ue piana por qnamlibct cx UUe rectis docta seoant superfioiem 
pratorea in couica et omnea iatae oonioae seeant rectatt in itt* 
volutiono (§ 10). Itaquc duao conicae non prr idem punctom rectae 
proficisci possuut nisi uniiic?j |)cr illud uunctum proficiscuntur, id quod 
noa aliter fieri poKM i ijuam »1 por iUua ipsum pmMtnm proficisceretor 
una ek rectis, qvae iilam rcctam in casa generali noii aaoant; in qno- 

Soidem casn inTohdio est Biugularis. 
i norem netaoi quae fiMmunt s ectieaem triediortuu A^B^C,, praestsnt 

A^B^C^ 

casum Rcncrnlcni; non plus qunni ?7 rcrta<' iti iv , t xi^tmit. 

[Nam »i eaaet praeter 21 rectaa nova recta r in superficic elucet, quum 
r seeet phmm «»,,> eam tranitersalem esae aut rectae A^ aut rectee aut reetae 

Cj, cjuum r secet plana et Cj i, r csse otiam transversalem uniun cx rcctls A^B^C^ 
Ct muus ex rectis A^B^Cy \ r igitur esset traiisversalis trium rectanim. Istao rectae vero 
Beqae possunt formare triangnlnm, quia planum non plus quam tres rectss cum 9, 
oommuneR hahcre potcRt; ncqne possnnt esae tres reetae quae non ee secant, quia 
hyperboloidcB pcr illaa ducta praeter r jam tres alias rectas alterius catervae com- 
nmneM babot cam 9*) neque possunt duae istaruin rectarum Iialierc HectiiJiicin, ita 
nt r tranaeat per panctom sectienia et per tertiam rectam, ^s id ctficcrct ut invo- 
hitio in ntra4|iw Ncta, per quamm saetioiMm' tssasit r, rit dissdata Td singularis, id 
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quod non potest fieri, si sectio triedronun eat generalia. It«qae plane non potest 
flKutare note r.] 

§ 17. Quum Bitum piT8])0clivuiu casiim Hjiorlalom cs^^r Hciamnj^ Iu quo 5a 
disaolute ftit in planuni |} et hjperboloidcm ABC\ coustat oniuca rdationea projectivaa, 
qoM in caav g«nei«fi oonjiRtfant reetea mparfietfli, fltiaiii nflqiiB in casiini pegapflet i T u m 
nigeri po!>Re. 

Ac si recorJamur quae § 9 et § 13 diBcusrfimiis, invtnimus rtctas 27 aitiu 
pflWpflctfTi hasce: 

BectiB ^,jB|C, nepondent axea ABCf id eat trea rectae ejuadem catenrae 

hyperbotoidii ABC; 
rectli AJl.C^ r(;^]iMiirIt iit rectee ajb^e^f que conjnngimt poncte a^^Yo 

in quibuB ABC »ecaut 
roctis A^B^C^ respondent rectee a^^b^e, alterins ealenrae hypflrboloidta 

ABCjier «o^oyo ductae [ncc difficile i st trlcdra cof^naacere ^norom «Cctio 
ntnt illae rectae, quac torniant sjrstciua i 14).] 
PIbdo codem ntodo tnter ee conjnnctee snnt rectee aeeundi systcmatis: «V/ 

Bunt trc8 rcctac altcrluf catcrvac hypcrboloidis ABC, (juae secant planum ^ in So^jo^,,; 
«'"y^y Bunt rectao primac catervac pcr ^o^Ji.^o ductaej suut rectac quac con- 

jongunt puncte lo^o^o* Sjtltum» tcrtiuni vcro constituitnr rectta in 9, qnne conjnn- 
gnnt eingula puncta Oo^o)'^ siugulls puuctis to^^n^^o' 

Quuin vero in casu gcncrali septingeutics vicies trcs ex istis rectis cligi 
possint, quae axes sunt fascium duploprojectivorum, quorum sectio eat J,, ctiam in 
flttu perBpcctiTo aeptinj^nticB vicies temt fascee dupl(>prujcctivi sunt £t tcrnos axes 
ite etcctos dicere potenmuB csm in sita qaodam ]>crH])cctIvo: Quam eo ^ re vom 
vtH ct uatura situs perspcctivl ruiviarum prajoctivarum, ut <lriii( iita conjunote nOB 
fqnaam generalem ex hac relatiunc proccdcutoin prac^tcnt, sed dibsoiutanL. 

lam si ite definitom esse situm porHpoctiTinn Tolnmtis, disquirendo 720 iUoB 

Cnvns iuvciiicmuH trcs lascrH ilu]>l(ipr()jcctiv(>8 habcrc 4 dlffcrontes situs per- 
spectivoB. Diuquisitiu i^isa veru quum sit et longiuquior ct facillima, vercor no 
nunis £Migem lectorem eam plane eBamndo. Iteque suiEciat quatuor IUob flitllfl 
breviter definire «xempiiBqno «ddttiB pronniMure qnotifle qtusqne intflr 720 illce casnB 
inTcniatiu': 

1) Sitas perspectiTus primns «et is; » qno no« dtfloeaflimns; praeatant 

cum ctiam a h ^r x'y'z etc. 

2) iSi hypcrb(il(ji(li simplici cuilibct inscrlptuiu ent triarigulum (cx. c. a,6,c,) 
pcr unumquodqne pnnctum hyperboloidis proficiecuntur tria plana ex 
tescibtis <u6,c, qnae conjuncte eunt relatione duploprojectiTa et fasces 
Bimt in sita perspectivo secundo. (In eo ntu snnt ex. e. afy'';^, 
XjXjX^ etc.) 

3) Tres fiwceB quorum axea auot: qaaevis recte (a^) et duae rectae ulliu» 
b^rperboloidis tton eoc flndem eaterv» «leetao Am^ Bont dn^oprojeotiTi, 

81 conjungis Ca plana, quae in puncto quovis hrperbolnldiB sc secaiit, 
forraantque flitum tertium perspectivum. (iSunt iu co situ a,.^,, 
»'«'6, etc) 

4) Tree fasces, quorum axes sunt: daae rectee arbitrariac {a^b^), qnaepcr 
idem punctum y„ hypcrboloidis cujuslibet proficiHCuntur et rocta quaetibet 
cjusdeni liy|)erb()li>iai.-* jr' conjuncti suut duploprojective, si coujungis 
tema plana, quae iu hjperbolmde sc secaat^ formantque q unrtum situm 
pcrapeetiTvm. (pmA in so Bitu «x* «. 0,6««^, Vt-^^s' 
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5) SncpiMnn* «iMni r»ltttio dii|il<i|>roj( i ti^ ent «-p«ciallt'<r(#--d]|ifBolata: 

Kxcinpli c.uisu ,.r, |piai>1aiit ra fini ^|if>cinloin priini sitim; it^^^Mjl 
tioa jaui rc voru pruestant n lnrioiH tii (lupluprujeutivam. Ac si omnM 
720 CMiu dtftqiiiriinns, iuvt ii iiis 240 C8s<> omittendAii, tiQhnitn 180 
iion re vura praostaiit rolatiom iri ilii|>l<>{irojfCtivaiii. fiO mint casii^ hjic- 
cialeti «juo« ad prinium Bitum relfiTe possuuius; rdiijnoa vcro ita ctiso 
poaitas nt aint "' -i 

860 in qnnrto 
60 in tertio 

40 i n p l i 111 11 .-.r . , ,5 

20 iu secuiitlo situ perspoctiTO. 
Et fnHle potMt demonBtnri, non esiitare alinm ■itnin pcrspoctiTnm 

])tiu ti r i>t>is. i. c. >i li;il>i i n - -upcitiiicm tertii ordiuis dissolutam, 
uou iuvcuiri uo^sc iu ca axcs trium l°a«ciuni du|iIoprojcctivorumj <^o~ 
xnm Bectio esi illa enporficiefl dimoluta, m eos caflus de quibuB diximnii 
' excip<'nF. 

Elucct ad diiiiiicndaui rclutiouciii *lti]>luprojeitiviUU actjuc a (juovis aliu situ 
perspectivo proficiaci nou {MtuiNe, in. quo cai^u pl«ne eoden) niMido iaveniaKonis plann 
principnlin etc. Neque Iioc omnino ncgligcnduiu videtur, nam jom nunc supcr- 
licicB Jv, non videtiu: oadc gcueralis, (jiiia li) pcrboUiidce quae in Bitu pcrspcctivo 
occiirrit uon cst supcrfuici* gLiKsralis scciuidi oiilinijs; jaui vcro situ» sccuudus non 
valdo mutatur, t»i pro hy]H rliuluidc ainiplice uouii|ius sive lijpcrboloidom duplicem «ve 
elli^mdem; itaqne hac qnotpirt Tidrnttir dennire relationem fiwcium, ({ua Buperficiea 
tertli ordiiiis ,i;ciHr,'iri ]t<><.suiit. f^iinnia cx rclirjiii,-^ sitihus invcnirc jnis^iiuiut». Sed 
Vt hu rtis accuratius dis^uiraiuus , jam ad valorcii ima^iuarios diligeuUuii spcctemus 
neceflse est 

IIL De valoribus imaginariis in geometria interpretaudis. 

§ 18. OiuuiB geometria, si analyticc cain trkictaimia, rcspici poicst tancjuam 
conpleKns legnm algebraicBrunL Istae yero qimifa' habcaut significatioucm multo 
gmersliorem quam res geometrtoae quarum opc sunt inventae (id quod efficit ut 
yalores coordinatamm fieri possint imaginarii), geometria ipsa casnm specialem tan- 

tum praclict illaniiti !i)j,uiti, Convcjiit iiiitcni iioutiiia rcrum atquc opcratiuncin cx 
caau illo speciali, iu (^uo rcalcs Buut, iuduvcrc iu casum geQcralciu. Itaque in geo- 
metria ista symbolica punctum definitiir tribus coordinatis «yi?, qiiae' in casn generali 
sunt yalorc*5 complcxi. 

SupcrlicicB cat totalitas ])iinct<>ruiii qi|orui|t vooriliuatac Buut coujpictae uiM 
4ibn<Eition& Duae aupci-ficics communeia baqiGiit curvam .etcr, f ■ • < 

Non yero cHt ncglij^ciulum, liueam Ben curvam iion jam siinplicem punctonim 
catervam eontinorc acd catci-varani complexum , qiiia valor variabilis arbitrarius ex 
quo pcndcnt coonlitiril.ic Cf<t i])8C coiiqilcxus, itaiju»; (■oiitiiict iit sc <lii<)s valmrs arbi- 
trarie realitor variabilos. Aequatio supcrficioi scmpcr ita scribi potcst: -h "^(.^y-O' 

isO/l^ ut f et ^ realeS tantum eoutinoant coefflcientes; itaqno f(«y,?)sQ et ^(xyz) =Q^ 
atatt' aequatidti^s superfieibnhu, quao liomiuantur realcs («iiiamvi:» nc eaa quidein con- 

littere puncta realia necease sit; ez. g. si' ^(«Ifff^XMt £ 1 '^^ f + 1 1 >n qua a et i 

fout realcs). 

' • Itaquc f — 0, ({) 0 aequationei» isunt ciirvac quaiu di(:imu8 rcalem, xujus^ 
pttucta certe satiB&ciunt aequmtioni Kfcffit) -jr i^^)'^ 0; ita ut '^t ilieornjba: 

» 



t8 

Xn uuaquaquo »up«rttca^ uu. eu( curva rea>^ <|UAi», «i HfHir&cieft est ordinis 
% ini cnMv, gca«ri^ «st ordiais n*. 

Fotmt •mfim «f + H = 0 idBtltw# ew» (i« oip» flmM ^Mwlbii a s 0 nT« 

^ss 0)i ttuB superficiips ipsft eat reaU». 

Quuo 81 ad pitiuum 0JC()>i>*>'Ui ^^hibemuH id cou»cqiiitiir: otnnr planum 
eObMtji^et, ifa,awi i'«&t«im. rei^leHi (qiwe quidem aiemj^it «oaUuet catcrvam aimpl. 
poDetoniiii NeliniD). 

8it eequatio plani 

(o* + by -\-cz — «0 + » + + «i- — ''i) — 0 
ioert iigitiBr reel» redis 

Jar -\- by -\- cz - d = 0 
l.a^x b^y — c^z ~ =0. 

Si simul a, — 0, 6, = 0, s= 0 neque rf, =0 

liatmnmB cMum limitarium in qup ille reeto reelie eet iotfinite renu>t«* 

[Non ditficile est dfinonstrarc codrni jnnilo pcr unttlll-^l^liodqiie pnnetltn 
(qotnplexuro) unam duci pussc rcctaiu. cca.lcm.]. 

% Si respicimus quamcunque- 



p = {ax -\- by -^- ce — d ^ -{-» + ^jS + «^i) = 0 

q — {a.,x h .y ~f c .,z —d.S -j- i f«s* + A^y -\- c^z — rf,) = 0 

quaerimuaquQ; utrum liabeat puucta realia uccne,^ id CKt utrum acquatiouibos 

«»-f6y + e*— rf =0 

«,x 4- Z>jy + c^r - rfj = 0 

eodcm syAtcmnto rt/r ftatisfiat necnc; Boinuui id in CMn geiMnli Ueit fieii, sed OOn- 

ditione liap quAi: juu^it, cueflicieuJUis : 



a b c d 
a,*,c,rf, 
OjAjjCjrfj 

£x!stunt igitur taria eenera rectaratn: 

* rectac quae uulhim puuctutu realc coQtinent, quaa diccmua iina,- 
P i n a r i a s. 

rectae quae unum tantum puuctum reate eouiaiient|, quaa notni^a))ir 
mns pnnetates. 

rcctac quae contincnt pl»if qnrini itmini pitni fnm realc, id rst c :itoi;\{nini 
aimplicem punctorum rcalium, quai» uumiuabimus roalo». 
Taip, n ijespiciinus plnQnm (enl.ej, egpaiiet iA. eo i)e«tn#. ii||^giAaj;iAe> 
cBsc non posse; omnes reetee in plaAO re^li i|;i,lnr snnt «.nt renlee. Vfctk 

puuctatac. 

lam si dlsquirimus plenomiii: fiwcem per rectam qoamlibet s 0, t^-^X 
ductntn i. c totHlitatcra planoniro, qnae per fllam |HroftdscniMPri, nnnBMiypdqnp. ijEinnip» 
hanc habcre aoquationcm scimua 

p f- ?9 = 0 

itt qna 8 est valor complexus arbitrarius = / -f ( ita ut non iam aimplex catarvA plar 
l|oram in £uce sit aea duplez). Aequatio plaui cuj^usvis ex £i#cQ, fit sejunctis 
valonbiis rm}iViVi •!> imaginariis: 
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. X« + Ah -Xfl,) » + (6 + B, -^,) , + (c + fc, — te,)»- (rf -f «, — Xi* ) 
+'[(«1 +A«,+fa,)«+<*|+»*,+»,)f +(«, + ^e,+ ««,)Jr+<i<i+*J»+tf»)r^^ 

Plana fascis in cagu pcnrmli oninia sunt iinaginaria; conditlo qna aequatio 
plani fit reali, «st: ut Bubstitutiis (^uibusdam valonbns l et \ ant reali, pars aat ima- 
ginaria fiat ss 0, aut altera non dilfcr«,t ab «Itei» uifli factore coQBtante, ijnn «nniift 
exprinmntor hii «equationibus : 

«(c + to, — + »(«,+ >u!i, + to,) = 0 
«rt + »,—«,) + »(*» +W, +»,)=0 
«fc + /Cj — Xc^; + f (ci + Xc^ + /c,) = 0 
« (<i + W, — Xrf ) + P (''j + xrf, + /dj) = 0 

ex qmlNM «M|iiAfi«nibikB hm aont inventend««a it« vero ut non simul «ssO, «kO 

qnia id nos eonTenit cum siguifieatiouc valonun ««. 
Istae ««qnationeH ita scribi possunt 

ua + va. + (m/ + eX)a, + (vl — «X)a, = 0 
«*+•*! +(«/+»X)*, +(»/ — =0 

ud-\-vd^ +(.<*/ + vKjd^ + (»/ — = 0 
«C fiwnle ct^gnoflchnas eoBditionflm, . qm h«e «equatlonefl floM poesunt, e«Be J>sOy 
flie fli l> B 0 !n casu geneirali «vt nnitm 8j«teni« valonnn -^, l, X biiflteief aut lim- 

pUoem oaterram; ex qaibus rebus intelligimus: 

per rt^ctaiii i laagiiiari ani nulluiu plaiimn rcale duci possej 

pur rectam puuctatam uuum plauum realc duci posse} 

pcr rectam realem flimplieam e«terT«m pI«norttm reelinm 

duci poBse. 

lam gi axis faacia eat puuctata, uQum ex plaois istius fascis cst realc; iu 
imoqnoquo rcliquorum plftnonun eet un« rect« reelie qn«e omnes per punctum reab 
p flsis ^ficisGuntur (naro si ulla ex illis rcctis uon per fi proficisceretur, planum 
m quo sita est eontineret praeter rectam realeni puuctuiu reale p, quare ipsnm reale 
cssct). Quura vero per unumquodque punctuni realu Bpatil planuni illiu? fa-ci^ iluci 

Eossit quumque in eo certe recta realis sit, quae punctum iliud cum p conjungit, 
00 babemus pronmeaatum; 

Fascifl cum axi punctato continct unimi ]ilanum rcalo ct ca- 
tervarum comploxum planorum imagiuariorum, quorum quid- 

3ue continet nnnm membrnm fafleis r«dioram r««liam per p 
ttctorum. 

(itoe theorema allter pronunciatum continet tlieorema polarisatione harmonica 
ei reflpondcna.) 

Eectac rcales quae sunt in plaois fascis, cujus axis est imaginarius, sc secare 
non possunt, quia si dtiae reetae realee se secarent, id in puncto reeli fieret, atqne 
IStud punctuui ccrtc^ in axi csset, id quod rcpugnat contra hjpotliesin. 

(Nou cst diflBcUe ex aequationo rectae realis plsni /> + /? = 0, looum geo- 
metricum isdus rectue dlfleiitertf, qood quidem quttra m nottnlin rtet noii pertinflaft 
pMetermitiamuB.) 

§ 20, Omnes supcrficies socundi ordinis (realcB ct imaginariac) respici pos- 
snnt tauquam regulatae (gtabUni}) ita tamen, ut rectae sint aut reales aut punctatae 
«nt imfl gw«ri««* 

$• 
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[Id qmd «aCMSjpli c»iiw d«inoiiiti«ri potert tnoifcniiatione ooordiiiaterum, 

^plM dficit Ht eOE Mqvationo (lispamuit xinnia nicinbra practer h«0C 

iB quo cann gencralitor urigo cooriiiijaluniiii eal ipsa iiuuginuria. Ista atHjuatio ita 

•oribi poteit 

(ax -| i%) (ax ihy) f ('rr -i id) [cz - 1 — *>. 
Quare cousetjuitur iu itupcrticie owe duos complexu» caturvuruia ructurum (altora 
eatem tmneTersaBam alteriaa). 

\ [ax -\ ihy ) ~r Hc: id\ — 0 J 



' I / 1 iia- — ihij I — (rr - f</) = 0 
a\ \ (ax -\- iby) -j- m(cz — id) = 0 



fli et i lunt constentee arlnteni coiBflesi.] 



Est ergo anu|unc(iuc superficiee aecundi onliniB Mctio dnomm &aclum 
projectivoruiii M quiJciii luuic rchitioiicni iii valons lina^inariKe» iudncimiM. 
lain voro uccuratiun ad aupuriicic» rcalo» Hpccteinus. 

1) Si in aaperlicie reeli fi^ est recta rcAlis g^, ouuic ]>lanam realn per 

illiiui (liictuiii Hccat (^. iii iiltrni n-cta rcali. (iiiari! Iiatu iaus ■ri]ii i ti it-in 
rcalitcr rcgulatam (hvpci boloidcm, paraholoidoin In pcrlK.li» aiu. l ounm). 
Si per rectam dueimue planum imagiiinriinii, istnd sc>.at fi., ctiam ia 
alia rccta g^, quac non pot(>^>t i^<<sc rcalis (quia in iilnno imn^iiiario iion 
poHsuiit C8se duae rectae rcnlcs). runctatn hnec it-cta g., in eo tniitum 
ca?'!! cs-ie potext. ut J^--, Bit conim. Nam punctum reale rectac g., «itum 
caect in ^j, per omue puuctum realu rcctac autem ctiam alia recta 
realiR eaperficiei profieiecitnr, n qnidetn non e«t eonuB. Proficisce* 
rentur iirittir jh r illii'I piiiu tnni tn > rcctac siipci-ficici, id (jiiod non potcs»t 
cftsc nisi Hupcrticicrt c^t couus. fcJi igitur 0, non est couus, g^ est 
iinaginaria. 

2) Si iu superficic rcali 5'., quao non e?t conns, una recta g^ e«t punctata, 
omnes rectac punctatno sunt ct (Jiipcrficien est aut hypcrboKtide* diijilcx 
nut ellipsoiden. Nnm |>laniim quodlibet imnfjinarium p i>er .7, ductum 
secat xK , in duabns rerti» g^ et^,. Planum p vcro iii sc habct rectam 
realem (juae eecat 9: pnncto reali rectae /7,, quae i^tur habet edam 
alteruin piinctimi !■( ale comniunc ciitii Jv ,. Quare ai»j)arct ctiam 
ene punctatam. Facile ctiam intelligiiur planum rciile quod per 
<hiei poteet, eeeare S praeterea in recta punataf» qoac »ccat rectam 
g^ in puncto rcali et qune nominatur con juncta cnin quia bae duac 
rectae si tamqunm inmm curvam ens respicimns praestant casum limi- 

qucmadiuodum c(juica -^4^ = 0 1 vcl quia 

liac diiao i-cctae scctio suiit jilaiii rcalis p et duoruni idaiionira contimcto- 
l uiii ( i. qiionim ac(iiiati'iiicrt stiiit {p -f ^)sO et [ p — f/t) « 0). 
HabcniuR igitur lia>» spccic* siipcrricicrum rcalimn sociuidi ordinis: 

1) Kas, (|iiac coutiijciit duai» catcrva^ HunplicoB rectarum roalium ct duos 
catcrvnium eomplexos rectanim imaginariarum (kyperboloidee eim- 
plicea). 

S) Eae qnae contineiit daoe catervanan compleKiis reetantm imapnariaram 
neqae nllam reotam realem (qoanim igitur nuUum pnnetam eet Nate). 
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3) Ean rjUAo contincnt duos comjJexm catervaram rn nt i nil ll pmietatannil 

(liypcrboloideB duplicos ct cllipaoi des). 

4) £as quac coutincut cateryam Bimplicem rectarom realiam et complexam 
catorvarum rcctarum poDctataram (eoni, qm MUit OMlls Bmiterii «t 

spccioi 1 ) ct Hpccici 2). 

Kotatio. iSi supcriicic« Bpeciei 2) fascibuB projectivis geQerautur dis^airi 
poteat, qnae ait ai^nificatio };eumuti-ica istius geoerationui. Axeo fiMciam AB ront 

imnct-.t! , [niiiula n alo» sint uji; duo |)lajm lonjuncta sccant se in recta complexa ff 
<juinuiii piiiiLtuiii realc cst y et appartt rectas cty et S/ esse rectas realcs plajiorum 
respondcntium cx duobus fasciburt. Rccta realis ijitii! plani cx (tiwc A se secat cum 
recta reali pUoi respottdeutia ibacie B. Quaro quod ad partem realcm^ertiiiety vide- 
mna relationem dnoram planomm fiiecium mntan relatione dnonim radiomm faacinm^ 
et potest discjuiri quac »it rclatio jiconietrii a «luorum fiisciuni radiormn, ut biui ra& 
oonjimcti se aecent locusque aectiouis eit BupQrficiea aecuudi ordinis apeciei 2). — • 
8ea hoc looo afiae rea nobie mmt propositae. 

17. Be gMMsali mpttficfo tertii ordinis ao do aniiiea» «t ilta veotMnm 
rMdinm, punctataram, imayinariamm qnae in ea ooenrrant 

§ 21. Superficiei quam fiMeilMis daploprojeetiTia eonitmzeramae •flqna- 
tionem habobat: 

I) a|,,,bc,|Ca.i + KOc,iba,iCt,, =0 

in qnaK erat eonataus realis et vAt functionee realos ct linoariae valoramcya^ Ntt' 
roeraa eonetvntiiim arLitrarionim iBtius ae^uationis eat 19, itaqae ae^na numero con- 
stanlitun arbitrariomm aoquationis p^cncralis supcrficierum tettli ordmiB. Ex qna re 
(■iiiiHeqiiitiii- iiiiaiiiiji iiii.ijii' Hupcificiiin ali^ebraieam tertii ordiiiis (sivc rcalcm sive 
imugiuariaui) aequationc illius formae I oxprimi poBBe, ita veru ut coustantes aequa- 
tionia flint in caau generali complexi, et ut in carilnie ringnlarilma valoree BnritMrios 
Inbere poeenit, qui uotum in modum trnotnTitnr. 

lam id si constat Tidcmus in una(|uaquc supwficie tcrtii ordiuis in casu 
feBerafi ritea CBae noTOm reetu quae effieiaiit aectioiiem reciproeam triedromm 

tac,i • • c»,i = 0. 

Tode autrai qumn ea qtiae antea de valorilinB realilma diota aunt omnlno in imagi- 

narioti ailliiliori jinssint, apjiaret in iinaqnaqiu! sinicrffie fcrtii onlinls 27 rcctas rroales, 
uunctatus, iuia^iuarias) ca^c sitas uuarum ucxua onmino is est, de «^uu supra 14) 
aiximufl, ai qmdem omnia in eomplezofl Talores indneimaa. 

§ 22. Tain qiiaoritur (^uibus conditiouibus subjcctac sint reetac fli flvpcififlifle 
est realitt (id est si coefficicutcs acquationis sunt reales). 

Teroae rectae tn sitao, quae triangulum fonnant, aut in reeli aot in im^ 
gimurio plano Buut nitao. 

A. Si planum eat realo neceaBO eat, ut tres illae rectac praeatent cnrTam 
realem tertii ordinifl, id quod duobiM oaflibufl poteat fieri: 

1) trcs rcctac triauf^uli Buiit realt s; 

2) uua cst realis, reliquac suut puuctatae et oonjunotae. 

B, Si pUnvm e»t imaginarinm, flita est in eo reeta reaHa, qnae «nt 

1) aecat 9, m tribnfl pnncti» quorum ant nnwn anl tria flont realifly qaare 
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OQCiMqiutnr Mit anam reotam triangoli ease punotatam reliqoas 
imagioariM, mA «tse paiietetas. 

2) aut ipsa in «ita est ita iit Bit nna (u) ex tribu» rectis tano 
trianguli. Tnm utraque ez rcUquis (v, w) rectia possct osse aut im- 
a^inaria Mit pimetfttA, ita Tero ut pimctaBi Nile p ilt in recia reali 

Irianfriili. 

lam Tcro si in 0, sita ost recta punctata, apparet planum reale, quod per 
eam iad potost, secare «aperilelem praeterea in recta penctate Slli eoiijtiicta et io 

recta rcali, nam cnrva realiR tcrtii nrdinis non alitcr rcctam pniir*ritnTii rnntincrp 
potest niai est dissoluta iu rcctam roalcm duasquc conjunctas punctatas (id quud 
•at ez i^bndcA •eqiialaone aut cx ceomctric« intnitlone fteiUime intelli^tar). BSk 
iiac re conM^mtnr) ai ca^u* fiingalaree rejimmna^ •e de ««sa generali loqulratur, 
neutram ex rectis tw esse itosse punctatam. mm s! ex. c. v esset punctata, plannm 
reale pcr r dui tii:ii s( iTL:('t in rccta rcall ct in coiijtiiictii pnnctnta, quae ipsa 
quoque per prutici&ceretur. Itaque per p profiuiscereutur tres rectao, quod 
non potest ease in casa generali. Itaque n de easu genersH loqnimur conilet 
meles 9,9 eflse Imaglnarias. 

Possunt crgo in suporficie 0, esse 5 gcnora triangulorum 
plannm reale; tree rectee roales; 

2) plaiuiiii ri ;i]i'; unn rccta rcalis, duae punctnt.nc et conjunctae; 

3) plauLiiu iiiiuginaridiiij uua rocta roalis; rcliquac iniagiuariao; 

4) planum iuiaginariom; rectee ponctataei tria pmicta realia earam m ea- 
dem rocta; 

b) plsnum imaginsriam; nna recta panctata, roliquae imi^inttnka. 
Ex hac re primnm cognoBcinuis, in unaquaquc Ruporficie reaii t^;, 
anam rectam realem ineeee. Nam trianguium quodlibct cAt aut ex gonere 1, 2, 
continet igitur ipse rectam realem; aat ez genere 4, 5, coutiuct igitur roctam puncta» 
tam, et eota pbnum reale per iUam ductum oontinet rectam realem. 

9 23. lam harum renim ope superficicH panllo accnratiua dlsqulrere possnmiii*. 
1) Si in una tantum recta (A^) est realis, oomim triangula 
praetcr cpiinqnn illa in qrnims eita est il, esse «K generilnu 4 vel 6 

elucct, iKilicnt Ip^itiir in sc rc' t-i-i piuictntaB. Qrnnii nntcm iiniimqnam- 
quc rcctim piim tatara superticioi 8ccari a rc( t;t n ari dcmonstravcrirauB, 
a|>paret non aliter unam taotom rectam rcal> m iu |$, esse posBe, ae 
n omnes 10 rectae, quae per realem illam profioiacuntur 
•nnt pnnctatae et quidem qninquiea binae eonjvnetae (itaoue 
6 trian^nila in (piiliiiH rcrta rcitlis c»t sita eunt itt plame realibos), reii' 
qnae omnoa suut imaginariae. 

Dnae rectae solae reales eese non possnnt Nam ri in eodem plano 

csaciit , tcrtia rccta ipsa quoijuc csscf rcalis; »iii vcro noii In codera 
plano csscnt {A^B^) corte onmia triangula, quae nou altoram illarum 
reetamm realium oontinerent, esaent e ^enerimifl 4 aut 5, ergo contiiie* 
rcnt rcctas punctatas. Quumque onniia rccta complcxa secet iniam 
rectam rcaicm pui»crflcici forniet<ju« cum ea piauum reale, conscque- 
rctur rcctas iilas piiiictatas ttocarc aut aut , ita ut unum certe 
triaugalam cuin roctn rcali A^ esaet in planu rcali. Ploaum istios triau- 
guli aeeat rectam B, iu puuolo reali Pi, itaque eerti motMi pBneMM 
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q«M m iUo pUno Btmt, proficiflcuntur per ^^f. qmM in M Bec«i«nt 
tras reotae auperficiei ^,, id quod non potevt fievi in «apernete getier«K. 
2) Si tres rectae sunt rcales, priroum elucrt in codcm plano cas 
esBe cogitaadAs. Nam nisi in eodem pUmo. essent (ex. c. iS, 
hy^eriioloidea i|ae« p«r ««B duci potcst Beouet «tHOB tn trilnie reetaa 

x'i/ y nltfTiiis '•atcrvac, trnii?vrr?-ilibuB pnJDUO catervae, quarum una ccrtc 
ca^ci rcaliii (j:'). ituquc cuuu et ae Boceut aeque roinuji B^x', 
seqaeretur iu 0, septem reetas eaae realea ^,B,C', x.x^x^, de qno 
casupostea agetor. Bi in Mp«r£ieie il>nam triaagulum est real« 
{A^B^C^), confltat in «Me ettam rectaa panctata.s, quia triangula quae 
neque nctjur /i\ ucijuc r, * uiuineut, suut sive ex quarto aivc cx 
quinto genere. Talis rccta puuctutii una cum coniunctu recta profi- 
oiaeuntnr per tmam es reetiB realibus A^B^C^. Sint oxcm]^ caiua 
rcctae conjunctic pimctatac x^a^ {.\}*^^ -^i ductac): jaiii Bciinus onoiie» 
rectis Bupcrticici cxceptis iia, quac pcr/i, proHciscuntur, bccarc ct alteram 
ex roctis B^C^, et alteram ex rectis Xyx' (coufcr. § 14, a.). 

Ac primum quidem ponimus nullnm triangulum in oon- 
ititiiium etae tribns ptmetatia reotit. Inde conmquitor omnes 
rectafi, quao nou jicr A^ Bunt ductac, essc imnginaria-i, tmn vcro reliquac 
xectae quae per A^ proficiactmtur ccrto aimt puuctatae-: latae enim i 
rectM) (srVi* '^'m -^s^sX -^i csceperiB, a reclie ima^uuiie tantom 
sccaiitnr; qnum vcro trian}rula quac ita roriiiaiihir ccrfc liabcant unam 
rectaiu puuctatam, nccesae cet, ut rcetac z':^, B^(\ biut puuctatao 
ct biuao conjanctae, itaqno onmia plana triangitlorum, in quibuH A. cst 
■ita, suut redia. Si Iiia eonditionibua •atiafit,. omtii* tri«iigttl« aupernciei 
nraond«nti eonditioniltae Buprfr Inveirii*. 

Sin ▼ero ponirouB esHe in triangulum ex tribus rcctit 
punctstia compositum iC^A^B^), olucot trcs roctaa ^/Ig^SjC, -quM 
perficiant cum 6 istiB ecctiunem triednnrai*) «ne «onjunetts oum 
C^AjBj, ita at alterum triednim compositum sit cx planis rcaHbiis: 
A,B^C^, AjB^C^, A^B^Cy altenmi ex uno reali A^B^C^ duobusquo 
nnaginariis A^B^C^\ A^B^C^ quae se secant sccunduro rcctam realcra. 

Qnt«ritur quomodo ae halwant reltqoae rectne in sitac. Fa- 
dl« autem intelli|ptar> ex istit tnt tex etie panetttas, rcliquas imagi- 
narias; aut oiiuics pmictatas. Nam in triangnlo m^y^z^ aut una rccta 
ett punctata aut omues. Si una cit punctata exempli cauRa x,, con- 
teqnitur, qvin. rtctM A^m^J fomuint tritngalum, esse punctatam 
conjunctAmquc rectae 4?,; ex contcmplatione trianguli ,/4,x,a7" conscqui- 
tur, x" egao punctataui; cx contcmplatione trianguli A^x^d" consequitur, 
3^" esse punctatam. Tum ex triangulo H.^x"x., conaeqnitur, x- esae 
punctttam;. ex triaugulo C^^s^ conaeqnitur, cBte punotatam. Si ^jr, 
laulgnMurite awit, plane iitdem eontempltttombas. nrreniiBua ^,^3, r,;,, 
jfy^y", ^:^:!" cshc imagiuarias; si v^-;, puiict;itac suiit, cftsc punctataa. 

Itaquo si in t^, uuum tantum triaugulum est rcale, tres 

pOBsunt osse casus. 

a) Quater binao (8) rcctae aunt punotatae et conj un ctao 
seoantquc omnoa oaudcm rcctam cealem; reliquae 16 rectae sunt 
oanioi' im^giMdM. 

— . . -i ' i 

«JtCstAr. 
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b) Sexiea biuae (12) roctao sunt punctAtae conjunctae, 
qiiarun liis Imhm eandeni rectun reakai MonAt fomiaiitqae 
curn ea triaiigvfai iii pbab realilnii; raliqiiM 12 ofniieii ■ant in»^ 

giiuuriaew 

e) Omnea 24 reotee praeter tViangnlnm reale eant 

pnnctatar. 

Si phifl quani tn>s rcctne rp&los sont, namcniB rcctarutn rcalium cst 
eerte impar (iing)CTat<e) , nam mia<|uaeqtte reet» Tealis ■ecat uuam cx 
rectis triRnRuli rcali« dcfiuit*(uc cum eo plnnnm in qnt> cortc ctiaro alia 
rccta n-aiis est sita, ita ut praetcr triangulum reale Bcmper par nu- 
nii i ns KM tantm reafiom lit. QnarB nnnc nobie £aqirirendns eet 

3) ('a-i;s ia quo 5 rcctac rcalcs Biint, quac fbrmant dnn 
triaugula cum uiia recta roali (A ,B j^CjB^Cj): 

Omnes rcctac qunc non por A, proticiscimtar ecite eecant aheiram 
cx rcctis B^Cy ct altcr;uii tx n ctis B J\. ; itaquc ccrtc sccant dua» 
rccUirf rcalcB; cx qua rc iiit< lli^innis, i.stas ipsas nou c»8c possc puncta- 
tafl si Hpcctaiuus casum gcncral< ni. (('(•iitVr ea, qiiae iuitio liujus § in 
perte 1, de rectia punctatis (lii tu sunt.) Itaque bae oxunes imagiiiariaie 
annt. Atque cx bac re scqnitui-, iinaiiH|uaiiii|ue rectam fpnwter realee 
illas B.jC /\,] quac Bccat n<tfiiii lcx <.-. j-,) f.sse ponctatam ct 
binas quidem conjuuctas, quia uiimcK rcctac, qiiae cam sccant, exceptis 
ct x', Runt imagiuariae, itaque onunia triau^ula in quibvs est«r| pne- 
tor A^T^r' formantur duabuH rcctis imaginsriis .et iUs rocts qusm 
igitur puiictatam eue intclligiuius. 

4) Si praoter iUss reotss reaJes diise sUse sant resles (nec plurcs), 
(lcnioiistrari potcat lias novas rci-tas fqua» bc gccarc Boinnis) jjer rcctam 
A^, quae erat trauHvcrBali» rcliijuaruin 4 rcctaruiu, protiuisci^ nam nisi 
per Af proficisoerentin in essent tria trianfoln «K realibos reeliB 
constihita, qaonun duo uuUain baberent rectaw c<mimun'em, ex qoa re 
conHequcrctur ti quifl reapicit ea, quac § 14, l> et 32, A diets sont, in 
eupcrticie chbc Hcctioticni duoruni trit (Ironini eX resltbas plsnis COnsti- 
tutorum, itaquc ad miuimum U rectas rcalca. 

Qnarc agimu» de eo essu, in quo Hcptem rectae finnt rca- 
lc8 forinautr|uc tria trlnii}^iila qiiiluis iina rcctu j-, com- 
muuis est {ex c. A^x^a/, y,y', Tum vero cx ac^ua ratiouo 

sAqiie in cssa 4 npparet, omnes rectts, qase non per Af proficiscnntnr 
esse imaginarias, liis l)inns autera illaft qiiac praetrr rcnlr^ jier pro- 
fidscontur esso puuctata» conjunctaeque. laiii ni diiac aliac rectae rcalcB 
essent, danonstnri poeset semper in superficic vtm Hectionem dnomm 
trisdronnn ex restibns planis constitutonim. Nisi enim hac novac duae 
rectso qnae se secant per proficiscuntnr, id iam conseqiiitur cx iis 
qnsc initio hujuB quartac parti.s imrngr.-iphi diximuH. Siii aulcm ijinae 
• qnoquc pcr A^ profieiscuntur, varium in luodum ex octo rectis quae 
secsnt A, quatuor cligi possunt, qiiac se inTicOm non seesnt (si qut- 
dcni cx liinia quae se secant altera tantiim cligihir). Tales quntuor 
rectac quum unam babcant transvennaicm reaiem /f certo liabcut etiam 
•Uersm trsnsrersslem resiem. Ists Toro qnam bsbest iu se qnstnor 
puncta in quibus secat quatuor illas rccta.s, qnao igitiir suut puncta 
superficiei c8t certe una ex 27 rectis, et quam secare nou possit 
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as 

.(..:. I, . ! i««HiB;Jt(» «K iia qnao supr» dicta mmt flI«det, nov«Bii«fetMirMa0 

esBC in 5j qunc formaiit «(u tionem triedrorum. 

5) J»m reatitnt casus in quibus 9 re<;ta«, quae efficiuut sectio- 
nem dnorum triedroram auDt realei. 
Nominamus eas 9 rectaa A^B^C^ ' ' ' ' 

WMqoaeque ex reliquis 18 rcctis est recta alteriaB oaterrae hyperboloidia 
duetae per tres rectas ex uovem illis ita electaa ut non se secent (conf. 
§ l lj. Quiun aiiteni iu hypcrboloide uullae siut rectac punctatae,, sed 
Bolae imagiiiariae et reales (§20,1) etiam in sapeK£(c^i^,$, krc(;tA<^ 
pnnotatae ease non poasnnt lam Tero liyperboloidefl A^B^C, 

Bccat etiam in rectis altenua rntorvnr, qiirirum fiiit n ii a ructa 

' ' ' est reaKs, aut tres (id quod conscquitur ex logihus algebraicia notissimis). 

•) Sit nna reafis a^, reliqnae Imi^nariae (y':^- Contemplalione trian- 

giilonmi /<,x'3',, A^uy^. A^z':^ ronscqiiitur Xj esuo realem, y,r, 
' . . esae imagiDarias. Coxitemplatiouc (riaugulc^^uu A^x^x", AjX^x" con- 

' Mqnitiv aro^eise ndei/coutempIatione'Hn«a^ 

c-niisoqiiitiir x^x^ fssc rculo». lanMpie contemplatione triinipulonim 

x" y' : ' , x" y" , x"'y"z', x "y'z" conBeqiiitur y'y"', iT*" esse iinnginaiias ; 

eodem morlo contcniplatione triangulomm: »^9^*3, «'3^3*1, 
• '-#«^1«^ demoustratur e«e imaginarias. videmai isitur 

in noe CMU 15 reetaa 'OflKe reeleB , quanim quaeque e ter nnie 

realihus atqiie a bia binis imagiBariis seeatnr. 

b) Si ^£ fuissent reales, contempktio eoraiidem'triaiigalonim deoton- 
, atrBMet, omitea 2? reetM esae re«Iei. > »' 

§ 24. Hbdc Mtem methodo analjrtica disquiramua, utrum omnes Oli «aana 

re rera cxintant, nccnc. £x iis (juae in § 23 invenimus clucct in unaquaque super* 
ficie gencrali reali ^3 unnm mmime rectam csse realcm A^ atque iuter triangule, 
quorum Iflrtos est ^4,, semper comfplura esse in piano reali sita. ' Si eligimui dno 
ex istin triangiAia (4 igitnr rectas) ac praeterea rcLtam q^mllbet^^jqiiae non seoat 
Ay Bcimns his 6 recfifl definitas esae eas trea rectas, quae cnm tlRli elmiunt sectionem 
tricdrornm (confer. § 11, notatio), atque utrumque trlLtlnini rontiuerc unum ccrte 
plauum real^ (scilicet plan4 iilorum trianculorum, quos ele|;imu8). Ita^ue si literis 
jBennanii InnetiMiee reales liaeuiae coormQalnnim «9* indioari veIiRitta>/ ftmctiones 
aut&m complexas linearias literai AenMHUftf Otnimqiie tnedruni habet acqiiationem 
fornu^e I) )jgtt;=:U, II 1 f|jf|t(, a(X Videinne ergo uaamquaiaque superticicm gene- 
«•lem realMtt tfv^ii.orqwwi, iix|inin>i> pwiM-,MqttHtioMii:irmai»t- ■ • • • • 

in qna / est t n^t.ms arbitraria complexa. Quum vcro triangttlura superficiei cuju» 
planum .est rcale (p s 0, p, sc Oj sit aut ox genere 1 aut ox gcncrc S (§ 22), appa- 
Mt aeqaa1&oiub«is>)> ts:,0,> ^,«j c= 0 'ei<lP|-Bs: 0, ^ =1: 0 exprimi ant duas rectU'V(lwMl 
aut dnaa reeta» punctatas et oea ja a etM* ' ' Qoare-ferma ^nctionttinr/^cit 'vi '*M'>>i 

noB eat omuiuo arbitraria. ' ••' -.,.•..••.,1- • ' '' < . •■srm 

A. AequatioBM |»ssO, ^ MdieifrimeMl doM n«t4bteeiM'i 
Hwju+ fti rectae ,„„„:„., .1,...,.,., .« ., 

i a) j), =0, a 4- ri = 0) ^ I 
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fMd llOB p»tert .«Me mm'X a= 4- jSpj, 0 = yu c jj, iu quibiu b^}^ suQt coustau- 
tu realM qoM possuiit edaui fieri sU. 

Quare f j« fit =« t<(H + |B»t,)] [« + «(ytt + «p,)]. 

B. Aequationea 

|»i = 0, {f» = 0 expriiuiuit dua» rectas couiujictM 

Dt recta (u4-!9i)=0, =0 sit conjdDcta rcctac p, =0, q f ri = 0 necesBo 
eif ' fiammi ft + VjsO 'geeet ptanutn )), =0 oadcui recta qua q — ri = U Bocat 
phniaih- tbI ■ 

■ II -f ti — op, 1 /;{ q — vi) 
lu quA fte<iuatiouii a ct i suiit coimtaiitcs c^nuplcxiic 4uaruui a (nou i>oti'Ht tieri = 0 et 

■ ' V9« <5t //p (v) -f ri I (q - v/.f-^-p^). 

^ Eodem ipodo fit aut = p.tq, + »(«,<|, -f 8, p)] • [u, + »(y,q, + *,<>,)] 

' "Quarc vidcmuR 

: . i) W W]2«>^u)o- ^walj sita e«t recta reali», quae est coinitumis 
'. ^ <: • .^ilPfHltiifiiaupiUa iD plaiiis realibtM f) s= (I, p, =0, et si utruiuque trian- 
fpdnm cmmaHam fl«t; roetta reidibv^, aeqnaiao aaptffieiei roduci poteat 



,1,-; III» <r 'I 

. . i!': „. . .: .. + 

. ; : .fl/, ^' 'W^''*? ir?»**^ 6s "'ti^ rculis, qnae cotuuumis 

. ; . ' ■ it:^"'*^." *"»nRWlM in plaa» roalibn» v -- < *, q , — 0, et si alteniiu triauguluBi 

..-i- , • coiistitut nn i pt l i c ti8 rcnlibu», Jiltcniia iiua iccta rciali < p=U, V, = '^) 

•;. ' *+<«r+rt>i)li«+i(yil+cp,)) + /A,fJq, + r,.l[<,,-r,i+ 

- .i. 51 .;, d) .Si;:in Mtperficie genemir «ita est icctH rcalis, qiiAe est cotnmuni» 
!'• • • '* ': duobiis txianguli-i iii i.l/iiiih rc-ililju.^i p = 0, - (), ct fi iitruiiu|uc trian- 
. .1' ; . ^nium coastitutuiu est uua recta rcali (p t=x i), jj,- = u) duobusque panct»- 
tw et coiguMitia> .aettiaitio aiqperSe&N Mdigi p«!teRt 'h «Miuaiir • - 

+ ri) ((,- ri + -?->,) f /A,P(<?, + r,t)fq,-r,i + -^p,)=0.. 

Hap aequationea iu casu ncticmli cxpriinuut «uperlicicH iiiiaginaria», quum vero 
Bupcrlitics icalc* oinncs aut uni aiit cenpluiibua coaditiouuiu 1, 2, 3 sufficiaat 
wpfi|-et ,u(Mi |(uu8tere./H)perficiem itaSam, qim aon una e.x iilis forniis pomit exprimi, 
Iftm ^uaeritur qoibua condttionibua aequatioiMa 1, 2, 2 siut suporficiemm realiaa^ 
V>^^ ^V^.rimifrO MVM&h 4«yM6oiei realia, 9^.F{a^)^tB{iv^), 
est conataaa quidam complesaa, fime^ realtB ▼dorum Jvi;'W nt ^^^^ 
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Quiirt! si quiiuritur quibus cyuclitionibufl aequationes 1, 2, 3 sint realo» muiti- 
pHcemus cas in cnnifaDtcin cnuiifloxum = »» = in -f- yj^ vidcama8C[ue| quibuBnam 
conditipnibuB pars iinagiuarta sit = 0 identice. ■ ■ i -.■ 

I) Pfiim «eqnalio fit, n ponimi» An ss » n + vt 

(iii-h).0l»^ + <(«<l4-]Bp,))(a+#(ra + *t>,)] + (n + W)M<,, +i(«,q, +3,p)] 

[u, 4 «(y.u, -f tf,f)]=a 
( m ui) [q + f(a^ -f jBp , )] — (nt - ufl) q — ftfip^ + i[(jui + mo) q + m0|>,]. 

Itaquc si pouimuB i m — ^a) q — upfi, = q„ • . 

Itni poninNtt 

in »— ji* n ~ .... 

iln vt priimmi membnira imistne |«rti§ fiat: 

Qitnm cttndom in modum sccundum membnim tcMnfonnare poBBimnB, ^emna 

aequatiunem noBtram rcduci {M)M<«e iii formam 

+ W + jj [u f iO'» + cp , ] + p , [q; -f .• (avq; + [tt + 

In qn* jnm nonc loco <fV^t ^f^omm <{q,, o^, a|.jp, itn nt fiat: 

Jl l>I<|+.i(«|+M)Jr« + <<3« + *^)l + Pih» + ^(«i<l.+.Si»>)H«i +'(>'i"i 

■ +*»i»)J = o 

cujus pars inmgmarM est ■ ^ • 

B. Mu(« + y) + })p,(3u+dq) + p,<»,u,(a, + y ,) + .«), (p,u, + <j,q,) — 0 ident 
8i »0 poninnu oonMqnitnr 

' PCIU (« + y) = 0. ' 

■' QuAre (a + y) }X)« est aut idcntice =0, aut habct factorem)>,; qnum •titem 
■e4ne< p neque q neque u poMHit babere faotorem ueqne poeiint.eitae .«4> 0 iden* 
tilce, niai: fnod neqnntio A, <it JieielnK cenneqtiiHiir.a.+y a^rQ. . . r- ... .i .' , •< •■> 

Eodcm modo «i ;> =:0 ponimuR, invonimuu a, +]r,|s^Q quare aeqnatip A/iit: 

'C. 4»[<| + »(«q+Pl>i)Jlii + «n + apDJ + 9tUi + »(«i<li + PiP^Jl"! +< (- «."i 

^ • . - ...•.:-+c,P)J=Tr<> 

ae R nibetitnimna « + ysO, «, + sO in B, consequltur 

W»,(p«-|-«q + p,«, +c,(j,)==0- •; '•• 
identice ittqve qnnm neque t> neqwc poss^it <'»sic =0 

< ..* T). 5ii - • & , u , c , 0 , = 0 M\enticf8. , ,* . 

Huic coudiuoui varium in modum satistit • • 

; \ \ 1) ai aimol jB^ 0, a=i 0, p, « 0, d, == 0 ^ . . ' . 

id qood effiint nt «eqvatM^ li*bi^t. ftinnam ' . . ^ ., • ■ 
. . . «) + ««) m + (1 + «..»),M.«. - 0 * 



Digitized by CoQgle 



-hlnr, i Trc8 t-x constantibu» i3d|3,d. no» jioRsiint cmo =0, ita Ut qnarlw 
f,f,..,, ,.. "<Jn sit =0, qnia id officerec, llt uiia cx fuuctiouihuA Wf, tt|fl| MM 

= 0 idcntlcc, ct ut proptcroa acquatio C c»8ct flis.soliita. 

3) Duo ex constantibua =0, reliquHO non =0. Hoc itii solum potcst 
fiori, vt amt «it itiDiil ^«0, is&O, mt ii^iil 0, di\ srO. 

, Knm M jd^^t ex. c. .•[mi4.0 ==0, 9. a»0, «Miutio D fieret »0, 

•' jlKO» »1 -T—^ et «eqaatio C eiMt duMolut*. 

,• ■" - oMt*ii- , ;: o t : ■ ; ■ ■ ■ ' '■ ■ 

Si %'ero fis^O', i^Of Iteiqae ==»0, Mqa«tio.v InlMjt 

formam 

■fi) 0+?')wu-ijKq. + «(M.-+'M)]l<ii'--<(Mi + MJ-o. 

(Conditin 3, = ''K , =0 eandem praesf;t' fiirtnatis^ ' ' 

4) Si unu8 ex conBtantibus ^i^ est =V primum constat quum Taio- 
res $, ^,, S,, omnino eanaem habeMit Tim, noc, ri unum tantnm 
viilorfin , —0 ficri possc ntlniittiiuns , taineii oinncs fonuas inveulret 
lamque iBlum casum una cum ea ca;>u re»piccre pussumus iu quu omnea 
eonstaotee non eimt = 0, quam dicomtts cowlitioiiem qnoe jam exisdtene 

.in qua fieri potest = 0, nunquam ^ vel d vel ' ^ 

Tum aeqmitio C bsbet formnm: ' • : 

• ''■... y) }?h+i(«q + /3|>,)][" + «(— aw + ^P,)]— J'|£u4-^q + Piu. - 

+ i[«,(eu + «5^ + ^,Uj) + e.djpji [u, + i(— «,U, + 
• , .''q|ini6 d 0»O, truut in ferttSm — 

*) (1 + ia) [U + i(— aq + ^p,)] + [iq + £,U, + + P,U,) 

•.-..1.. • , . • +p,^ip)l[Mi + »'(— «1«. + M';J = tJ- 

<. I' n. Jmd disqoimMe Mqtaationem 2, qu«m a maltipfioKm» in msm ^*!!'' 
BC reaincimns tranafomlationem in I £Mtam obtiDemuK aeqnationora forniae:: 

= Mf-f *(«» + iBl^,)](* + <(r«4-*«'i)m-(«'+W)»,[q, + r,i](q,-r,i 

.+ («. + P.»;i>J^P 

^in qua posuimus y. 4 ).» pro a, j J3,i pro ^'J. . . 

ParB iroaginaria c«t 

B. ^qu (a + y) -j- pp^ + ^q) + p,/^(q,' + r + J)»>, [X (q,3j — Vi^,) + x(q,0, 

+ fi«.)J = 0- 

Ponimns )»|=:0, coiBlBqtiititf> |Npi(s + )') = 0 (id.) qnmnque neqne |» neqne q 
poflrit habere ftetorem )>, Tel pMwit eme isO, tioiiaeqmtuf if + yBsO; 'Ponimna 

p = 0: ronacquitnr )j,X(q,- -i r,') = (i, qnofl non potfst es.sc nlsi ). ^ 0 ( nani sive 
q,'* + es8«t =0, «iyo q,* + t^* habecet factorem p, aeq^uatio eaact diasolnta) 
jun ai ponimna n-^y^O, X = 0, Mqiiatio B fit ' 

W, 09« + *l + « Ot«l- + = 0 
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vel qQain ii©<jue p neqne j>, poasint fieri 0 ' • • 

." - ■.-■C. ;3o + 6q -f H (pi,{f, 4 «,r,)=0.-' r.: .•. .'1 

Bb sqqiiiitio A £t , • •• • 

• • \ • ■ 4-(«, + P,«>,)j = *>: ;•. \ 

Conditioni C Tarinm ih modam Mtufft. )7anqiiaiu vero posfliiilHi's "ponettl ilh6'"k 

csse =0, Bivc U = 0, sive q=0 ridcntice ) ; (junin id iTfiri rt t , i;t noijrtHtio eaMt 
disBoluta; neqae poteet q, =,Q vel ^ 0 (id.), quum id efiicerct, ut aequatio non 

SeitMlt I^tlUr-lll MMtS.T.r ft" I>i nfnn ♦•-T 

1) (B^oO^-^;*!!^ 01 «••0|Aa(« 0 [t . 

tum aequatio fit: * • ' "■ ' ' • •"•5 rnf . ». olr;-!-.».. 

f ;' '"^•' mj*ft")l»fi-+ xp, (q,* 4- r,«) «•O^" • *!••"••!: 

Tres 6X «OHSfaUltibuB j£ciS,aj non pOBSiint esse = 0, quia id efiiceret, ut mw 
OZ functionibuB uq, q,r, easet =0 identice (acquationo Ef) quod non potest fieri. 

£x caj^ibus, in quibus duo ex constantiDUB sunt 0, is, in quo ^ ^=0, 
Itaquc ^i^i. 4 = (''' ■ <'l^'it, ut aoquatio babcat formani quam s\ih I tractap 
TimiM. oi c^qups ca9^)is disquirimua non necease est ut 3 valoreiu 0 habere conco- 
daimi^-rqtiimL-MMii in quo 4sO plano eaaJem fbraia» pnwitat sg^tMP-ii^qio 0=sO. 
Qiuare in omnilmi ialiii oaailiai «st 

I. a; . p 

iUt Bcqtfatitt Jft ;••■' '' ■ ■ . • . . . ^ , ■• ■ • ♦ 

(q, + t4<)[(q,—t,0 + («» -} e,o>] = o. .. _ ; 

Intcr casus qnae hac foima «iqiriinniitori ii «it iniigiiia in qno ==i 0, p| ss (f; 

tom fit aequatio '' ' ' ' ■" " ' ' ' ' • ' 

•"•'■■" t ' 

— y P h + » H + M [<) — » (e<I + ^Pi)J + «t>i (q, + ^1») (^r - yi*) = *^ 

vel: 

l) - ^-P^l^ + l^q -rJ^PO^i + ^P, (<li"+r,') = 0 ' ' ' "' 
Ul. Si aequatio habet formam 3, iatelligimus eam in m mnltipUcatam fieriy 
at pooiinni «&*»(« + -y, = a -J- m/», («t + Xi»), = «g + jB,f: 

■ il (x+xl)f(, + »y[q_H + (i+ pi)».] 4 («. ^ > .O^aO*.»^ -V 

. . , ^ . +(«. +Mrt=o . : 

cnjus pai» imagmann wt ' ' ■ » • 

•■ B: >X (q* -f. Ir«) + pp, lii(q« — Tfi) + k(<»0 + 1.)] + f>,X. + r ») + pp. [X 

iSSo4fW modowjno .intca, dt iiKJu^tj.itui ■. = (), /,, —0 rsse. ^ ,, , .... 

Quare ncquatio B fit, quum ^'p, non possit cmo »0 :-•:•.■•• 
a x(qP + ra)-|- J<, (q,J3, 4-r,a,)t=0 
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«I MqiNlM» «npeifinfli fit 

D. jcp(i| + tO[a— t« + (« + P»)t>,]+«i1»!(fli+t. ^[q.—r.i + Ca.+^.O^j^CL 

Condltioni C Taritun in modam satiafit. (Fnnctioanm 4r(,-T,t) nulla potaii 
fi«ri s 0 identtce, qni* id efficerfl^ ut MquttiiO kaberet formui, qa»m iun tractaTi- 
nm (n aire I). Praetere» mtelligtmu neqne x neque »( ee^e =« 0. Potest antem 
«etiifieri aequatioiil Q its, ut IS = 0, a = 0, 0, »0, a, » 0.- . 

Ib iltO OMH mpeirficic» lialict acquationcm 

Tres ex constantibua afi, a,^j uon posaunt fieri = 0, ita ut quarta non sit 
sO, qma id efficeret, vt ona es fimetioiiibiM qr,<|,Y, eeeet«sO (ii). 

Si aimul a = 0. (3 = 0, qtium a , ot e , iion nint 0, aeqimtio pnMelet etMim 
specialem earum aequationum quas sub 11 tractavimus. * 

Bdiqeee fbriiiu «amee iun formtU coni{ileeti poesnmne quam poiwmw 

(Bum casum onim, ut ^j .= 0 sit, negligere possumusi quia uou dat noTam 
fj^rmem.) Quare aequatio fit: 

' ») «M':(q+ti)[<i~T<+(«+P<)y,] + -.p. r -"(^+/;^ -^v i ^ 4.,;^] " 



Conttat igitur ex iis quae praecedunt, omncs superfioieBTealeu aequatiQnee 
liaberei qoae in nnam sivo plureB ex fonnM a, i,, y, 6, s, s> ij, t reduci possnnt. 

Gognoecinntt aatom formam fi esae casum Rpecialem et fomiae y, et fonnae 
t; formam casum specialein eijpe et forvue ( et fomiM qnere ietaa qoidem for- 
mas negligcre poterimoa. 

§ 25. ' lam diaqtitni,mu8, quaenam superfidea ainfcalie formia «iq^irini p««WD% 
tte qoidem ut primum Bimpliciorc» fomiaB {a, t, 2-), drin i i t-liqnaA conteniplemar. 

' : 1. Siiperficies, qnannn aeqnatio potcst rctluci iu ioriuani a . 

rd. poniiniu 

,4- -. 1 • . . . 1 -f- a j 

M« + p',q,u, =0 

oontinent noTem rectaa reales qnae efSeiant lectioDem triedrorum pqu < >, )?'| q , u , = 0; 
ez hac re apparet istas «uperncies esse aut ex gencre 5 n ( 15 rectae realea, 12 ima» 
ginariao) ant ex genet^ (27 rectae reales). 

Et fiMile demonftratnr, re -vera atmaiqae caram ezitare.. 

Istac supcrficics enim generai.lur cxempli causa tribus fascibus duplnprojectiviH 
|> + = 0, >j -}- ^ 0, u I V», =0, bI k,fi,*, juncta sunt relatione X^i^ = 1, 
ebgnoscimaaque eoe erae faHccii* i-enles a quibns initio profeeti snmus; quarc si poni- 
mus fascem p - ) v\ —0, qui habet eandem axem atqne |> + }it>'| ^O, et qui eiit 
projectivus illi, lU ut cxistet relatio 

1) 4*Xj+Bx + <Ji, .|-b = 0. 
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in qua abcb suut conBtaotcs reales ; apparet etiam bunc £iscem cura &scibuBq-i~HL 

n + vtt , =0 eonjitactum eaae duplDprojectiTe, ita ut tre» Illi fikicM generent •aperieiein 

tertii ordinia 5^, auntque plana principiilia fascis p+X,ti', = c i. quac rcspondcnt 
relatioiu' 1 planis P -f- /.p', = 0, ai X = 0, et si >. = x. Nominanuis >.,,„ enm valorom, 

qaeui obtinet ai \ = X,,^ eura, queni obtiuet /. si ). = oo = oj, quare 

= p "t"X,,3oPi =0, uuiit plana priucipuliii tasci» \> + X,J)', =0. 
Itaque baec supcrficicfl in sc liabct sectionem triedrorum 
(*> + >^,.ol>',)^" = 0. + >i,x}'',)q,u, 

(9 VeotaB reiiles). 

A]^pareti]ue plauum )>-^X,)?', — U aecarc Bupcrficiem praeter in axi in 
conics, cujus eltera aequatio eiit: Xqu — v|,U| =0 (hyperboloidcB). 

Tani vero poBsumus coustantes ita cligcre ut valoree numeri X,: X, „, X, 

X,_^ quab reflpondent aequatione 1, valoribuB rcalibus numeri X: X^, X^ etBciant, 

ut p + Xj^,J}j =0 sit planum taugcna supcrficiem reepondeutem X^{|tt — «( , u , =0 etc 

(nuD MquAtioiiilM» • 

... .; . tf?c+to;+<;+b=o 

■emttflir »atiBfieii potsat ono Rmtemate Talonun -^), 

9 9 9 

Tnm vero reota )> = 0, p, =0 wcatar ab 10 reetia realibus, Buntquo plaoji 

iu quibuB binao illarum aunt Aitac: 

? + >^l.if'i = ^» l>_+Xj,aoPi =0, t> + X,,,i)', =0, p + X,^p', = Q, |) i-«,./iSB:Oj 
«X qua re oeoifleqaitar istam- staperficiem continere-97 reot«8 (5b). '■>! • 

PoeMimu.'^ autcm etiam conKtautes rcalcs atcb itn cligcrc, nt valor realis 
X|^bX| reepoudeat valori X^ = X, et valor complexus Xj^ = 4- = X, re- 
flMUiAoftt , valori X : X^ = + (acqoatione 1) et ut ptana p -|- X, „>>', 

^it^l^i ™ 0 sint plaua tangentia soperficies respoudeotes X„qu — ^,ti| ^ ^ 
— (^jttj^ssOf si quideni constantc<< nhtt his conditioai^ua .mbjicilQVa , 
: ., A. oXiA,,. -f b\. + cX,^ + b = 0 . r . • 

«XflX,,p + b^^ + cX,^ + b = 0. . a 

Qaum enim abcb reales esBC velinuu, aoquatio neeunda dnaa continet conditioMe: 

. B. a(/p,/,^=- 1.1, -1 , b/^ + f/,^0 + b = a ., ... 

c. a(/3r,,^4 f H. + ci,^g = o. 

Atque aequationibuB ABC unum «ystema valorum r-,.-r->r-^ dcfinitur. 'Tum 

p -0,. Ili , ■. • , , 

(^pi^rfiGioB c^tinet recta» ima|;iuarias. . Itaquc haee,«st Bap«jr.fi4iM,i|iia« aion.T 
(ti^^t ilt,r.e9.ta|a '^'^lo*^ >naginaria»,(b, h). . . -. 

.'I .. • ' ,Ji* QmiiM' nqporfidM geunaki) qnanim' aeqo^tioaof» fintnain liabere ipoMUit 

», quae fit si ponlmas , |>'s=i>,i . ' ' y /' ' 

in 8C habent n iTLin rcotu^, quarum tros sunt 'rf'ale.|^ 6 puuctatae (bu^ OOinnikelMi)* 
quae sunt sectio triedri j>(|u = 0 et triedri p^^iq',* + ^i*) =0. ' ' "' ' '* ' 
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E-s hac rc cog^oscii)iu» omnea i^tfif , «upcrficies es«e aut ex gcuerc 2b, 
«X g^ucrc :.'c: j § itaq^^; contiuere unuip triajQgulum ex rculibus rcctis coustitutuia^ 
ac .pi^fi^teirea, aut 12 rectas punetaUe. (lanaa. couiuncta») aut 24 punctifttaf ;. )ioii du^ 
CMmfUttifp Tera esistere oniuino eundem in modum dcnionstcwi poftit atque tn l. 
[Quum cniiii ! ic 1(ko hypcTboloi.!iiiin BimpHcium (X(|tl — cj,u,)=:0 sinf eil-jw liilcs 
aive .h^erboloides du^idieB kqa — (^j^ 4- (j') aO,. pl^aar tangeutia realia eas secaAt 
In bin» rectii pnnotatui cenjipotb.] ; 

' nt lun dMquirendai} nuit 'wperflmeii) qn»nii|k aeqinationea reduo^ pbanmi 

tlmf . *t.^« •>*'•• 'r h ■|j*»r ■•*•» 

in formaitt vd ai piio p| — ^ «ponunna ^| in formam: 

. . ^ |»(<l*+t«) + |»,(<|,» + t,») + 0. . ; 

lii^uaii 4''>^i wOf aacat superficiem illara in conica cujua altf^ ««qnatio «ai 

qoM qoideaa ooniea quioquies diMeivitor si X^: 0, ti X = oc , ot tcr ei X tAleBlhaibM 
mbMrea, ut.j^ou^ )> .-h.X^ti^^.taQgatiaope^cieni X (<^> .+ x^) —r (q,' 4') ^pO. |9^0* 
ndnNnna istoe Talorea X«VXy. ^ . .. i-^: 

Qiinin in caBit pcticrali, de quo agiiniis ]i!:ma q =^ 0, r 0, =0, r, =0 
non per idem punctum pruficiscaatur, ista supcrticics + + (q,* + ti*) == ^ 
non poteat eaae oonna, qntunqve'<^ntin(iat reetoa imagiuarias ex c. rectam q ri = 0, 
qj-4»r,i— 0, non poteat habcrp rcctaa pnnctatas, si /x est roalis. Confer § 20. 

Itaqne ai hx ).3 >-y mut realcs, plaua -f; X^)>| = 0, l» + X^)», = 0, )> + Xyt', = 0 
Boni 'ponqiftrt Beeare Meundum rdetas pnhctfttas/ Itaque - MeaUt''eatt''flecundotn 
rt'< t:is roalcif. Qiuirc in Ikm' caMi rectji p, p=0 Hecatur a bi» binis rert"» 

compl^i^ atquc a ter biui» realibua, id quod in boIq caau 4 (§ 23) fiori potest» 
ita nt intse «ap«rn oiea hAb««nt 1 rectan re^laa^.., /1 

'Sin autem^^Talorea 'XaX|3X^ non orauo» sunt realea, nnua 'tantuin potcst c^ro 
realifi >., nliqnac et }.y sunl iainglnariac. Nani <ntuin iinii j.uii 111 ni i ' plarta 
trianguloruin, quorum latus est = 0; p. =0 sint rcales, supi^rficics iu>n jaiu potest 
daae e^ gMieribus i, 2«, 9, 4 et fiMile ktwigttttr^ittun aupiMfiieieni-pratatare eMum 2bt 

Rc vera utruinqnc! casnm ('xi^^tcif fudciii 111 nlo dcnionBtrari potcst at^nH' in E 
[Observandum autem est, valores kn/^f ouuiino upn poese csse aegativos realea; 
nnm oi Xm esMt uegsdvns, 

. .ji... .li. • . .. X« (4« +T«) — (q-«-.4.*,»)a6:0 -■ ..•■J*i<J 

CHi-cA ^,ii|)c:Ticii ^ quac iiiillnm hiilt< rct ]>iim.'t(iiii rcalc, ciijus ergo ! ■ ri.ic fnnncs esscut 
imagiuariae. Itaoue uullum planum realc eam taugere potCst, ita ut p 4~ Xa))i = 0 
Bon, poaut eoM pumnm iangentiale.] 

tv) Si re^eimna anpedknM, quarum aequntione» sunt y et 6 (§ 24), scimus 
i»iia qnniqiW-rMilaN ;Mae resles, quae duo triafngiila formnntl Ortiuca igitur Rupur- 
ficiM qnarum aeqnationM possunt reduci in fonnam y nive i, certc non suut e gCtie- 
ribus, ilr i3^^'by '''(>4'l lOnoiquo babeant rcctaat imaginariM^-aMl^flmi 6 g^ere 6bi. 
Sunt igitur nnt es geaere 3 aut 4 aut r>a. Bupcrficies quamm aeqnationcs fortnam 
babent Z, in ae babent triangulnm realc et diias rectas punctstas cbnjuuctas et rectas 
imaipnarias [e. < . c\ - / ( q + "i^, } ~ 0, (^, -f- r,t) = 0]. 

Proptcrea aunt ueque cx geuerc 1, neque ex 2c neqne ea^ gei^c^ 5a vel 
5%, iifd ttiit aui ei atii » %b,, 3, ' 
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Saperficies quarum aequatiunca formam habcut 

iu 80 babent 9 teciu, quac bunt Rcetio trietiroruni : 

V (q + I i q - ri -1 • -f- '^') P , ] — 0 

-^^r^"^ + i=^(sLi^^±^ - ..i+ (.. + *.*] - 0 

mtar qnai ona reeta est redia = 0, = 0, reliqiiae omnes tiint pnnetfttae 
(ex. e. mte <| + ri = 0, — *(<»P+ J^L +*i"i'i +t,<=0, eontiiM* puetam lede 



I|as0, txsO, r, sO etc.). Qoere eoniequitar omne» tuperfieieB, qaee ezpnmi pos- 

•nnt eefiuatione formac t psso aut ex gcncrn L*b aut ex gcnerc 2c. 

Atque ex hac rc iutcliigimua onuuno nuu exisU^ru suporficies, quae praestent 
•ive genus 1 mto 2e ehre 3: 

Nam unuquacque superficit s, (|U!ic cssct cx uno istorum grnerum . habertt 
rectam reaiem et 5 trian^ula iu quibua A, osaet sita, esseut omues in plania 
reelibiw, et ad minimam tria ex ntia triengalia liaberent praeteree 2 rectafl pnnetetai et 

eonjunetas fcotifi r § 2*5 >. In § 24(3) autcm (lcmonstratuni vM. aequationem talium 
snpcrficieruui 6cm|M:r rcduci posse iu formam 3'^ i«tam vcru coustat duas tantum 
forma8 rcalcs contmerei scilicet et ». Itaqoe si existcrunt aaperfioiei generam 1, 
2a, 3, aequatio comm contineretur acquatlonibus ir et t. Quum autem orancs acqua- 
tioncs formae ^ sint aut ex gcnurc 4, aut cx gcncre 2b (coufcr lUj, ct omnes aequa- 
tiones formac i sint aut cx gcnere 2b, aut ex genere 2e, a^Muret enperfieiei 
genernm l, 2«, 3 omnino uon cxistero. 



Gcncraks if^itur supcrficies JJj» »'1 rcctas BpcctaniU'* in b gcuera tiilabuntur, 
qnae quo £ftcilius iIil^iui^i antui jam cxemplia dc situ et '|u:Uu ito netunm edditiB 
cnumcrabimua. Atquc utruiu rcuta A realis sit, an puin tat i, aut imatrinaria, indica- 
bimus signiti superpoaitis — , o, ita quidem ut A aigniticct rcctam realom; A rectam 

pmetatam, reetmn imaginaiiam. 

Sont ig^tor gmen niperficianun: 

A. In. qniboB omnee rectne snnt renlee (6b) 



















Vi 
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B. SQperBciw» in qnilnis I9 rectae tnnt reales^ I2,im«sin«riac (5a) 



A.n.c, 

1 I 1 


x' y' z 


A.n^c, 


— - *>« ^ 
aT y^i* 


A^B^C^ 




» 0 0 


t 


Vi Vi 




e 0 0 




r, r .^ Z j 





G. . In quibus tres rectao triaugulum tormautcs suut rtalqs, re-; 
liqaee 24 punetatae (2c) 





y y' k 








x'"y"'3r 










■r ^ ^ 





D. Iq qaibos tres rectae trianguluni formautos sunt realos, 
12 punetAtae, 12 itnaginarfae (Ib) 



A,B,C\ 


. 0 0. 

^ y' ^ 






A,B,C\ 


0 0 






000 

»1 Va 9a 
» • 0 

'1 ~ 2 ~3 





I f 



E. lu quibuB 8cptcm rectao suat rcalos, quaimu qoitjici)) l) lecant' 
septimam, qnataor pnnctatae, quae euidcin a^timam realem 
aecant, rdiqttae l&^ima^inn-iAo 



Afi,l\ 


x' y' z' 
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§ F;!<'i?f C'>gtiOH< Itur siipcrficics A e) B di rlui-i poRRC realitor cx primo Bitn ' 

Eereptclivo i^conter § 17> Atque ajmd su{>oriicics A qiiidem tornao recuc, «joae noa 
•Imit Metioiiein pro axilNis luiberi |KMaiinL Apod «npoifidM vero B, noo ad airlnlrinllt 

teniac Illao rcctae eligi possuut; naiii si dlgcrriuus « xcinpU caufta x^x^j^, invenire- 
mus plunii priacijjaiia esae imagiuaria. (tSiu vcro cligimus e. c. A^B^(\ plana 
prineipalia Bunt realia.) 

Ex situ vero pornndo perspcctivu et snperfi<ii"s A ct B realiter deduci 
possunt, 81 pro axibus poninniA trcs rectas ad arbitrium clccta», quae se non secant. 
Atqne invenimufl saperiScioin Hccutidi urdinl^, quue definit relatiooom duploprojectivani 
in Beeniulo situ pempectivo, c»<ic h^-perboloidem aimpllcem ai auperficiea 8, eat ex genere 
A; si eat ex genere potcat eaae hjperbolmdea (fix. e. ai pro axibna pomoina 

AfB^ Cf), potoat ▼ero etiam esae hyperboJoidoa duplex v«L eQipaoidea (ai ex. e. 

pro axlbus poulmus x^x"x'"). Atque etiam anperficieB, m eat ex gekere E, deduci 
poteat ex aitu perapectivo secundo (si axes e. e. sunt tijfi/)\ tum Rdperfitnea aecandi 
ordinia, quae definit aituni perspeotiviim, samper est elUpBOidaa aive hyperdoloidea dnplex. 

Su|>erficiuri C et P non realiter ex nUo situ pcrspective deduci possunt 
Qunm yero relatioucs projectivae aemper'£unlein conatructionein permittant, videmua 
anperfidea epeeiemm A et B faeilKme eonairai poase; paallo ififteiKna auperficiea e 
apecie E (qiuun iini j ui ex priino sltu dedacl posHint, qui maxime eommoduB est) 
ditlficillinic supcrti ics spi cicmin C ct D, quuiu rclatio duploprojoctiva non jam eit 
rcalis. Longum est constructioncs ipsas omncs enarrarOi quao alve e:^ relationo pro- ^ 
jectivn sivi cx siniplicihu'' .k quationuni forinis dedoai ^oisnnt* UMim tantum caaum 
commemorcnius, ut qui sit siinplieiwinuis: • \ • 

Itaque constmenda sit supcrticic^ '^^ qitac in rc Iiabet 9 re^ibas realea dnttti « 
triedromm MOtiOMin fenmHitBB A , ^ , , et qnae profioiicitBr por pnnctBm datnm ar,. 

Tlana ex iascibus /i,S,C| per ir, dncta numinamus a,6,Cj. Ducamus trausversalem 
qnamlibet « per A^B^ qoae «eeat jdf^ in a^, B, in p^, platram e, in pnneto y. Dn- 

camus plana a„C\, S,,C^ nominomnaqno o' rectam, in qua se secant s^^C^ et a,, b' 
rectani , iu qua se secaat ^gC^ ^t b,; tum ducamns per y reotam transversalem l 
rectanun «'y, qnae aoeat eaa in a, 0, dtfoanaa plMiom 3 P«r / M cqnae aoeat C, 

■ilfpnncto y„, constmamnfl rPetan flnV,, = ft, 6„'y„ ±=* a. 

Quaclibct recta l' in plano 3 sccat a in a', b in ff, e iu /. Ducamus 
pkna a' ex faBce pec B^, ex fiwoo J}, pnr.lS') C, ax fiMde C, por /; tum punctom 
i/, qnou est sectio planorom a', b', c', , generat supcrficicm posttilatam ijj si /' variatur. 

Nam quUm recta /' cunjungat puncti u.'^'y' in njjctia abc duploprojective, 
l^oonfbr § 7 ad finem) etiam fasccs A^B^C^ mmt dnploptojeettvi quoad plana a',b',^„ 
ita^|iie locus puncti 7' e^it snperficics tertii ordinis quumque linea / sit una ex 
'Snoia /' etiam ;r, eat in g,, quumquo a^^^y^ sint puncta principalia rectarum oAc, 
«Ognoadmna etiam A^B^C^, •^s^s^t 

§ 27. De i^nperficlebui} C ct D, quac continent trea tantum rcctas . 
renles trianguluin tormautcH, i^i ea quae invcuimus panllo aliter pronunciamus, con- 
•equuntlir nonnnlla obMrvationo digna. Apparot ptana triaiq;iilonun in aaperiieio 
.qualibot S, sltonim esse phma tcr tangcntia snpcrficiem, suntqne quidem puncta 
■aectaoniB duarum rcctnnim trianguli pnncta tnn^entialia. lam si planum trianj;u1i 
eat reale ct una rccta reali.^, reliquac conjunctae puiictatae, jmnctum reale in qua se 
aecant rectae punctatae, cst puuctum tangcntialc. (Duo alia puncta tangentialia plani 
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in hoc cn5"n sunt imapinaria.) Estqnr baeft tactio annV>p:a tnotioni ollipsoidls. ita ut 
|)unctuni tiu tioim ait iaolatum [vel si rcspiciniu» tliuuriain lil. Dupia iudieutrix j^iuucti 
lUnii oat ellipsui, tioii hyporbole*)]. ^ 

I&m ai ref^icinrat saperfiricn Bpeciemm C et D, inTenimus pcr anamquam' 
que ex tribus rectia realibuB {A,/i./'.j) aut bina (D) aut quatema (C) plaua realia dnci 

fossc quae tatipnnt .=;ui)erfi<-icm in duobus iuiagiuariis iitfjui- uno punrtn rcali iso- 
ato (quod ad plauum pertinot). Quao puucta brovitor puucta isolatac tactionia 
nomiiiabiinus). Qanin aatem in atraque epecte snperficierum nonnolla triRiii^la ex tribua 
rcctis puuctatis composlta sint ([inirmjuc tria ptnicta rcalia caruni sita sint in cadrm 
rccta rcali (§ 22 a<l (iucm 4) quae quidem scctio cst duorum pl;inoruni cuui trian- 
l^lis complcxis — , conaeqaitur, ex sex illie (D) sivtt duodecim (C) punctls rcaliblll 
uolatae tactionis planorum triangulorum tema qaacdam in rccti reali cssc sitas. 

1) Prironm qnidcm discutimiis supcrncies spociei D sequimurque ayateaiatli 
iu § 25 coiiscripta. 

Fuucta isolatae tactionis aunt: 

1) in' plano reali A,ByC^ punctum sectio rcctarum iiiC^\ 
in plano reali A, x^j^ . . . .a^, soctio rectaruni »' et »j ; 

2) in plano 5,i,C', . . . . 0, 
n n *j . . . . |Bi| 

3) in plano S^A^i^ • • > • 

triaiigula B^C^A, et A^B^C^ Bccaut sc in recta roali in qua sant 

' Li aectione roali planorum B^x'!^, A^i^x^ sunt aita y^a^Q^. 

• In secttono rcali plunomm C^xx\ — A^x"'Xy sunt sita ^,ajy,. 

lu scctionc rcali planornm B.^x"'^^ — C^x^x^ sunt sita Ojfljyj, 
It»qae. baec 6 panota sunt in eodem plano ait» et aunt 
pnncta: ftngnlarta figarae quadrilateralis perfeetae (bie 
Gdpunfte etiic« »oIIft5nbt jjcn Im crf cita ). 

2) lieepioiamuB etiam superficies speciei C (iu quibus igitur omncs rectae 
praeter A^B^C^ sont panctetae). 

Acccdunt ad punctn quae jsm in D «r*nt, liaec sez BOT» 
puucta tactionis isolatac: 

1) in plano -iiji^y, ... a,, in plano ^,/;, ...a^ 

2) in plano Bjfy^ • • • in plano . . . 0« 

3) m plano C,jf^jf, in plano C,i*!r, . . . x^. 



*} Thcorans ilL Dapiii, li q^t ad Talorci {niii^nariM iwpiBlk, «ongndt onni ao qnod prainKii^ 
BmraiqBod^M itlaaim tn«eniisle iitpMfldiei e^JaiiihM nom «un ia «unni qwo Iwbet pmiotaa tfniiles bi 
jmiMto tsaeeiuiali r, ita ut braehw ciirvia qaais par 'Of^ paMhim pmacjscntar, RDt «M nalis oal \ 

SltodlcalrtK «ithneiMsl^— ^^aBi*. Id qaa eltaBO brndiia aaot naUa eC <taaa lai«antlk ia t 



(t+ Tj-«- aWicat*«««1fiP-.^^ + g=O(.0.-O) 

et daae tauKi-ntci eama ia r aoat dase reolae eoqiuncuie puueutAe ) 
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At facile iptolligitar «t eontemDlatione triuigiiloniBi ex tribm reetts ponofaUie 
oonstitatoraiD, liaee tenui pvncta in euem reeta OBoe eite: 

«1^1X1 *23ay, «tPin 

ajSjyi '«aS.y, «i.Ssy, 

«jPar» •4^«ri «9^«y« 

«jPiyn ^'nS.y, «.S,y,. 

Hae Bunt 16 rectae, qaarum 1) 4 per unumquodque puuctum pro- 
ficiocvntnr; 8) dvodeciet quaterneo oligi poosani quae snnt in eodom 

plano fo rin ,T 11 ; fj 1! f* q 11 a(irilnter:ilem perfcetain, quarnm 6 intcrsoctinneR 
reciprocati suiit puucta isolatae tactioiiis. Unaquaeque recta in tribus 
q[IMldnlaten]ibai inTOnitar, unumquodque puDctum iaolatae tactioniB in aex. Si trift 
paneta qnae in eadem recta aunt (ez. c. «i^iri) cogitatione a reliqius dintiiigaimniii 
ninm panctorom ita respicere possamns: 

Ponimim triodruin formatuiu p!:uii-( '.123(5. qnae bc serant in abc , ponimuR 
praetcrea rectam quamlibet d, quae aecat il^S iu «i^iri» dttcimQs per i planum 
quodlibet qaod seoot 060 in «,3,73, dadmaB quoqae por d alternm planum 
quod ficcat ahc in ajSjy,, conjungimus 021^.1' ^i^a nominamusque sectionem istarum 
rectarum y,, seotionem rectarum a,y, et a^y^ aominamns jB^ , Bcctionera rectarum 
^>Xs> ^^y^ noininamus a^. Tum ««^«y^ sunt in piano quod ipsum qnoqne per 
d proficiscitor et puncta ai^iX,, ai^,ya> ^t^iYti,'^*^*^^ liaDont inter se neznm 
12 pnnetorum isolatae tactionia saporfioioram C. 

Kotationes. 

1) 12 ista puncta Iiae ratione qoaiiragieo oeti«s(48) differentem inmodnn 
oonstrni poflsimt 

2) 12 planis, in ijuiliuH q ■inr^rilnter.aleB perfcctae i^tin yiiiiio.tiH dpfinitae BUUt 
sitae, polarisatiune harmonica resjiondeiit 12 jpunctai quae easdem habent 
proprietates ae nostra punctoi ita nt dociee sexioB in eadem roeta 

sint sita etc. ctc. 

Hkatant multa alia, quae ex nexu illorum pimotomm consoqaantnr, de quibus 
Ue ^Unlins dlsserere longam est 

De casibus singularibm 

Quae de realitate rectarum in 8, sitarum demonstraTinniSi ad eos tantam 
oasas perdnebant in quibus 87 rectse non singalartai habebant sltran, neqne etiam 

si cx rcrti^ illis sivc nna Bive cnmplnre*' fiunt infiiiito remotac. vcl si Juae sunt infi- 
nite ^ropiuquae, istac lcgea mutautur, dummodo methodum limitariam adhibeamus. 
8ed u oasoSi ia quibu» duae rectae, qnne in casu generali non se Becant, tamen habent 
sectionem, quamvis ipsi quoquc casus limitarii generalium superficierum slnt, »i .id 
realitatem rectarum spectanuis nou iu unam ex speciebus commemoratis Buperficienim 
inseri poasunt, ut qni cfficiant tmnsitum ex altera specie in alteraoi (quemadmodum^ 
apud saperficiee secandi ordinis conas). 'Istorum oasatnn singalarinm aceuratam dis- 
qilisitionem qnam in alind tempds resenrarerim, attamen jam none «oe 'breviter 
sre Kceat. 

8ant istarum Hingularium sujicrficierum duo genera: 
I) saperficies regiiuatae (Qcroblinigr), 

W) puporficics cnm vna vel complurilms conHtrictionllnis (GinfctTtuningcti). 
Intcr superficies regnlataa diBceroendae sunt conicac aupcrficics a uou conicia. 
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CSDttlctfd , emm superficies et ad genus I et ad genus II per^ent^ qoam vertox coni 
eit eooatrictio. ■ ■ ■ 

J) Bnporfieios reguUtao. 

a}Gona8 generatur tribus laacibut duploprojeotinB qpionntt «zee per idem 
punctuni pro6ciscuntur ct elucet: 

temas rectas gcucratriccs rcHpici possc tamquam axes, 
Tertieem sem^er enae realem u comu ipse est realis, 
■im eoBO reali liwnlieew catirvam goaenlriciiin eoM redon» reGqiias 
, . . .ponctatKs (ita nt quirit oeout maUter doiploprojeetiva Mlotioiia feaerari 
...j . . , poaait).. ... 

b) dio sapvrfieiebae reffnlatis n«n eonicis inveninnis-haeei 

. Superficifs ]ii r flni tioricin duonim tricdrnnmi ducta 55, cst rogulata, fi rccta 
secunduni quam duu plaiia alteriu» tricdri ae secaut cougruit cum rccta 
Hccundum qunm duo pl.uut alterius triedri se seoant, sim (id qaod eet 
. • r • idemj si duo iixes trium faseium duploprojecttvurum oon-jrrMunt (f4, etB,). 

. ItnqiK aequatio «uperfititTum rfgulatarum bauc habct tormam: 

'l . ^ PVr («V + (yff + ir) = 0. 



TOI 



q — \r=±Q 



>Y.e)^. UiPfiBttfaiu- 

• ■• • ■• m ayX» + Oy + a^)>. + g»_ 

,..-,.,...,-•..•. . . f» 

TidfiDas. fnperiicies illai •ectionem esse nlanomm 

f + Wi =0 •: • 

tt inter X et f» ozistit rslatao «]g)Dl»uea fennao ID, qiiae est primi ordinis, qnod ad* 
pertinet, secandi,. qnod ad X pertiiiet et quae fit, si ^^^'^ ™2.g, — -s^il,, 

.•-••:►.•• • *)'"■■#' 
. , . 

.':•."• rv. X» +2(i4 + fl/i);t + c»a 

' Beeta s= 0) = 0 est ipsa in superfieie et aecandnm roctam =s 0, r, s= 0 
snpedlercs SC ipsa pcrsecat (est igitur ista rccta duplox). 

Haec et permulta alia de superficiebus rMpilatis tcrtii ordinis ill. Cremona nuper 
*e« allis conteinplationlbus inTenit*). — Si ad reslitatem rectarum etc. spectamos 

llOminlly invcuimus di;.;iia (juat: coniint^nioruntur : 

Facile demoustrari potcdt, si supei-ticiea eiit rcalis, rectaa y = 0, r = 0; />=Q, 
f, « 0 aemper eaae reaks, ex geasiittri^Mn .nnam catwrran eaae realem, rdiqnaa 



') Siir ,jiicl.iuc» proi.firuis ilc* li;^ni-s ;.;;iui-lu'< <lc lriii>'M'lii,^ , riir/ it . lii^^^, : f rcll. vol, LTIQ 

|iag. 1S6. ttol siip«rticie gotobo dcl (orx ordiue. (Conim. ol Ikuio UtiL Lomb. vcc. 1». apnlc 
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esse punctatu, JSx. n oonseqnitar, ai q=iO,r — 0, p = 0, 0. = 0, realM «nn 
:roInnint in neqnatione IV B, C, «Me lealee. Ex aeqaatione IV ooniequitnr 

Itnque n C eet pontimB et > A*, bTenimnfl» n pQunnii fi < — dnos ra- 

Iwet X, qnae iii respondent aeqnatione IV> ene eomiteco^ qnaie pais recfne dfqdieit 

y'sO, =0 cst isolata. 

Kxistunt ifitnr superficics regulutac tertii ordinis, qnarum recta duplcx 
haliet partom isolatam. > 

Exempli causa aaperficies — = 0 (in qaa a &st valor poaitivju realiB), 
qttartnn generittricea sunt z — XasO, |Mr-^sr = 0 nX*=|ui, habet rectain' chrplieem 
x = 0, y = 0, i. e. axem coordinatamm r, ot ex ipsa aoqiintione videmus partem 
uegativain istius axis e»8c isolatam. [lu oumibus supcrficiebus rcgulntis, quac ^cncraiitur 
duobaa (aaeibna j» + = 0, + M?i — ^\ ^> M conjunct4i sunt relatione alge- 
brairn o^t pnri'* rmliiiis (frn ((ctabttn ^toobe) quod ad X perttneti Meta p = 0^' 

q =. 0 p<jt(^t liabcre partt'8 isolat^s.] ' . , ■ . . '. 

IL Supurficics cuiii c o 11 strietlonibua. Si habcmufl tres fiuoesdnplov 
ptvijeeiSTee AfB^C^, et duo axcs -^iB. m Becant in puncto 6 (quae qiudem «e nbn 
■eeabaut in caen generaK); ac si Bapcrnciea neqne est rpgulata noque dnMfcto, babet 

con strictioncm in illo pimrttf. r[ii;;iic|iiu(](juc cuiui planum a per (Iintum 
aecat 0, (praetcr quam iu axi) iu couica quac per i jproticiscitur, ad quam si ducimua 
tasgentem in pnncto i, &dle ez relationibni projeotivis intelligitnr, locnm tangentinm 
A csisc conum sectiiidi oinUni«y qtd non.poteat eaaecunelatni niai anpetfieiea peeat ae ipuir 

ita ut sit regulala. • , ' 

Itnquc 15 j ° babct constrictioncm. 

(Eaedcm supcrficicH ctiain gcnerantur tribu« Rinfxularibus fnscibnR duplopro* 
jectivis quorum bina plana principalia singulorum fascium iu nnum cougniUQt; co^lfer 
^ 7. Tuin scctio pl.^norum principalium cst conatrictio.) 

Si dao axeaBfCj aocant tcrtiam .4, M,B,C, aint coj^UDCti daploprojective), 
^ habet dnaa conatrietionea (i ct 6,) (eodem modo n babenra» tvea tuam 
aingfulaiTrJ qi;r,nim duo nxci sc scciuit). 

Si axcs faecium «liiplMjudjectivonmi A^Ji^(\ snnt in codcni plauo formant- 
quo triangulnm cu^us pui/> t >. niiL^ularia: aont t ^,dj> suj>criiciea St babet trea con- 
Btrlctiones. (T.nrloiii inoilu h.nbcmns trcs taacea amgulara^ qnorum nnna aadsa 
reliquis sccatur, 5^ habct trcs constrlctiones.) 

Bi axcs tnnm ftacdum Biqgolarium duploprojectlvuruin fonnant triangulnm 
d ifi^ etaectio planorumprincipaliameat 6,, habet 4 constrictionea [i ^i^a^a 
formant tetraedrom cujus 6 rectae, (Aosten) 8U|it in fwerfiQieJ .. 1 . 

Fiii ilr i tinin demonstratur, ai^erficiem tertii ordmia non'plaB 4tt*m 4 eoB- 

atrictionea habere poaae. • ' 

(.■» t.i.iii-ti 1 .. •* . 

> ; , . . .,.'>.■>■ »<!..'■ . . l 

;.•» ■ [/ , . v. •' . il. • "1 . i .1 ,1; |j :•.< /1I I .t 

.».••» "V . > V '^ 
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VITA. 



Natus sum Fridericua Guilelmua Oscar Auguat Berolini die XXVD mensia 
Soptembria aimo MDCCCXL, patrc Ernesto Ferdinaudo August et m&tre 
Joliftniia c gcate Fiieher, quibas .adhiic meafilNtt gandeo. TUUi addioti» aani wmr 
geficM. Fkiniis Ktennim «JemiiBtiii imlntne «nno lu s. ZLIX Oynn*»inni Be«l • 
Golonienee, qnod etinm nime Berolini patre direetore «Kimie floret, frei|uflinteM 
eoepi« Xbi IX amios coramemOFetoB tcmporc paadnli iu L^TTI tcRtimonium mataritaiiB 
•deptus snm, et llalaa me contult, ubi a rectore maf^ifico ill. Moll in numerom 
civlnm ftlmac nnivorsitatis Fridcriciaiiac rcccptus sum, ut ad stuJia iiioumli(TOin 
quum pl»iio8opliica tum matlicmatica pli^ sica<|uc. I!)i per duo scmtislriii docuerunt mo 
viri ill. ilL ceLcel. Erdmaun, Haym , Hcidcnliaiu, Heino, Ucintz, Knoblaucb, 
Kenmann^ Schaller. CoUoquiiH piiv^icii-, <jiaou> praoert ilL Knoblaneh, neenon 
«xeratMUniiNUi aianinerii nuitbematiei, quae ilL Heine moderatori interloL Poilea 
Berplinum revemu a Beetore Ibgn. ill. Doto numero otnmn ahnae Friderieae 
Guilelmae adscriptua sum ct per (juatuur scmcstria audivi viro» i]L ilL cel. oeL: 
A. Benary, Borchard, Christoffel, Dovc, Frana, lloppc, Kiimmer, 
Wei erstras», Wcrdcr, 8tcincr, Trcndclcuburg. Collocjniis pliynicis viri ill. 
Magiiug cxcrcitationihu.^^quc semijiaru matbematici qu»« moderautur ilL iil. Kummer 
et WeieratrasB interfui. 

Omnibw antem Tirii,' qni mihi Btem nm aditBS ap erum i mt adeleec^utieque 
pngveeflna fomrwA et adjnTamol^ optime de me meritia gratiaB qnam maTmnae «go 
menKMrqae aemper penolTam. 



THESES. 

1. lu soaauum perceptioae cogaoaeenda et expiicanda ad meatis abstractae functioneB 
non poaanmna non recunrere. 

2. OeoDwlria nlri admiflBia Talorihaa imaginaras oommode tMotari non potBat 

3. Intnitio geometriea non flolnm «d analTticaa leges dilneidtas esplainadaa Bod 
«tiam ad novaa mediodoB inT«niand«B pemuiltnm Talet. 

4. Theeria qnam tSL Byftek« in wlfnllera AiebKT 1841" de Inaoeidari nn «i- 
poanit rflMfi ridetnr eKpfl ri mentja aimpliflikia. 
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